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小 波 与 传 里 叶 分 析 基 础 


A First Course in Wavelets with Fourier Analysis 





小 疏 分 析 是 当前 哉 学 中 一 个 迅速 发 展 的 新 额 域 , PANAMA ee Se 
Tik. SUSIE, BOSS SA. 小波 变 换 是 一 个 时 间 和 频率 的 局 域 变换 ， 因 而 
能 有 效 旭 从 信号 中 提取 信息 ， 通 过 介 迪 和 平移 等 运算 功能 对 函数 或 信号 进行 多 尺度 姻 化 分 析 . 
解决 了 傅 里 叶 变 换 不 明 租 跨 的 许多 困难 问题 , Mite ens eR. 它 是 请 和 分 
析 败 展 史 上 里 程 博 式 的 进展 。 

时 实 上 小 泸 分 析 的 应 用 和 领域 十 分 广汉 ,包括 : 数学 领域 的 许多 学 科 ; 信号 分 析 、 图 像 处 理 : 
WSF. BLO: 军事 电子 对 抗 与 起 器 的 留 可 化 ; 计算 机 分 类 与 识别 ; 音乐 与 语言 的 人 工 
Gh; 医学 成 像 与 诊断 ; 地 震 勘探 数据 处 理 ; ASS. 例如 ,在 数学 方面 ， 
它 已 用 于 数值 分 析 、 构 造 快速 数值 方法 、 曲 厂 曲 面 构 造 、 徽 分 方程 求解 、 坟 制 论 等 ;在 信号 从 
HIE. CAPSSHeR, ARF, ER. $25; 在 图 像 外 理 方面 ， 已 用 于 图 像 压 哺 、 分 
类 、 识别、 诊断 与 去 污 等 ; 在 医学 成 像 方面 , CAF RDB, CT. MOH, 2 
aes. 

李 书 的 目的 主要 是 向 读者 履 示 傅 里 叶 分 析 和 小 波 的 许多 基础 知识 以 及 在 信号 分 析 方面 的 应 
Ho 许多 关于 小 波 的 文章 和 参考 书 吐 均 要 求 读者 内 有 乒 杂 的 数学 背景 知识 ,本 书 则 只 要 求学 生 
BARR AER, AAS. 昨 数学 , 计算机, 电子 . 通信 地质, 医学 . 机 
忙 每 专业 高 年 令 本 科 生 及 研究 生 的 基础 教科 书 ， 也 可 作为 相关 丢 术 人 员 的 参考 节 。 
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内 容 简 介 


本 书 的 目的 主要 基 向 读者 展 上 傅 里 吐 分 折 和 小 波 的 许多 基础 知识 以 及 在 信和 号 分 析 方 面 的 应 用, 全书 分 为 8 
章 和 2 个 附录 , 前 言 部 分 是 学 习 第 1 章 至 第 7? 章 的 叭 备 知识 , 即 内 起 空间 ; 1 章 讲 解 傅 里 叫 系列 的 基础 知识 ; 
第 2 章 讲 解 傅 里 叫 变 换 ， 第 3 章 介 绍 离散 情 里 中 变换 以 及 快速 傅 里 叶 变 换 ; 第 4 章 至 第 7 章 讨论 小 波 ， 重点 在 
tures 附录 部 分 则 介绍 稍 徽 复 杂 的 一 些 技术 主题 以 及 演示 概念 或 产 牛 图 形 的 MATLAB 代码 。 

小 波 分 析 的 应 用 领域 二 分 广泛 , 包括 : 数学 领域 的 许 包 学 科 ; 信号 分 析 . 图 像 处 理 ; 量子 四 学, 理论 物理 ， 
牢 洒 电子 对 抗 与 武器 前 智能 化 ; 计算 机 分 类 与 识别 ; 音乐 与 请 言 的 人 工 合成 ; 医学 成 像 与 诊断 ; 地 质 勘探 数据 
处 理 ; 大 型 机 械 的 故障 诊断 等 方面 : 
许多 关于 小 波 的 文章 和 参考 书籍 均 要 求 读者 具有 复 厅 的 数学 痛 刀 知识 ,本 书 则 只 要 求学 牛 其 有 较 好 的 微 积 
SUI RARE RAT. ADH, RES TR DS fe, 地质、 至 学 . RS RAR RT 
究 生 的 基础 教科 书 ， 也 可 作为 相关 技术 人 员 的 参考 书 。 
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2001 47 FAL, 电子 工业 出 版 社 的 领导 局 志 邀 请 各 高 校 十 几 位 通信 领域 方面 的 老师 , 商量 引进 
国外 教材 问题 。 与 会 同志 对 出 版 社 提出 的 计划 十 分 赞同 , 大 家 认为 , 这 对 我 国 通信 事业 、 特 别 是 对 
高 等 院 校 通信 学 科 的 教学 工作 会 很 有 好 处 ， 

教材 建设 是 高 校 教学 建设 的 主要 内 容 之 一 。 编 写 . 出 版 一 本 好 的 教材 , 意味 着 开设 了 一 门 好 的 
课程 ， 甚 至 可 能 预示 着 一 个 轨 新 学 科 的 诞生 。20 世纪 40 ER MIT 林肯 实验 室 出 版 的 一 套 28 A 
这 从 书 ， 对 近代 电子 学 科 、 特 别 是 对 雷达 技术 的 推动 作用 ， 就 是 一 个 很 好 的 例子 。 

我 国 领导 部 门 对 教材 建设 一 直 非 常 重视 。 加 世纪 外 年 代 ， 在 原 教委 教材 编审 委员 会 的 领导 下 ， 
汇集 了 高 等 院 校 儿 自 位 富有 教学 经 验 的 专家 , 编写 、 出 版 了 一 大 批 教材 ; 很 多 院 校 还 根据 学 校 的 特点 
和 需要 ,陆续 编写 了 大 量 的 讲义 和 参考 书 。 这 些 教材 对 高 校 的 教学 工作 发 衬 了 极 好 的 作用 。 近年 来 ， 
随 填 教学 改革 不 断 深入 和 科学 技术 的 飞速 进步 , 有 的 教材 内 容 已 比较 陈旧 落后 , 难以 适应 教学 的 要 
R, 特别 是 在 电子 学 和 通信 技术 发 展 神速 、 可 以 讲 是 日 新 月 异 的 今天 , 如 何 适 应 这 种 情况 , 更 是 一 个 
必须 认真 考虑 的 问题 ,解决 这 个 问题 ,除了 依靠 高 校 的 老师 和 专家 撰写 新 的 符合 要 求 的 教科 书 外 ,， 引 
进 和 出 版 一 些 国外 优秀 电子 与 道 信教 材 ， 尤 其 是 有 选择 地 引进 一 批 英文 原版 教材 ， 是 会 有 好 处 的 。 

一 年 多 来 , 电子 工业 出 版 社 为 此 做 了 很 多 工作 。 他 们 成 立 了 一 个 “国外 电子 与 通信 教材 系列 " 
项 目 组 ,选派 了 富有 经 验 的 业务 骨干 负责 有 关 工作 ,收集 了 230 余 种 天 信教 材 和 参考 书 的 详细 资料 ， 
调 来 了 100 余 种 原版 教材 样 书 ， 依 靠 由 20 余 位 专家 组 成 的 出 版 委员 会 ， 从 中 梢 选 了 4 多 种 ， 内 容 
FR, 覆盖 了 电路 理论 与 应 用 、 信 号 与 系统 、 数 字 信 号 处 理 , 微 电 子 、 通 信 系统 、 电 磁场 与 微波 等 
方面 既 可 作为 道 售 专业 本 科 生 和 研究 生 的 教学 用 书 , 也 可 作为 有 关 专 业 人 员 的 参考 材料 。 此 外 ， 
这 批 教材 , 有 的 翻译 为 中 文 , 还 有 部 分 教材 直接 影印 出 版 ,以 殿 教师 用 英语 直接 授课 . 希望 这 些 教 
材 的 引进 和 出 版 对 高 校 通信 教学 和 教材 改革 能 起 一 定 作用 。 

在 这 里 ,我 还 要 感谢 参加 工作 的 各 位 教授 、 专 家 、 老 师 与 参加 副 译 、 编 辑 和 击 版 的 同志 们 。 各 
位 专家 认真 负责 、 严 谨 细 致 、 不 辞 辛劳 、 不 怕 融 碎 和 精益 求 精 的 态度 , 充分 体现 了 中 国教 育 工作 者 
和 出 版 工作 者 的 良好 美德 。 

随 着 我 国 经 济 建设 的 发 展 和 科学 技术 的 不 断 进 步 ， 对 高 校 教 学 工作 会 不 断 提出 新 的 要 求 和 项 
望 。 我 想 , 无 论 如何 , 要 做 好 引进 国外 教材 的 工作 , 一 定 要 联系 我 国 的 实际 。 教材 和 学 术 专 著 不 同 ， 
斌 要 注意 科学 性 、 SORE, 也 要 重视 可 读 性 , 要 深入浅出 , 便于 读者 自学 ; 引进 的 教材 要 适应 高 校 
教学 改革 的 需要 ,针对 月 前 一 些 教材 内 容 较为 陈旧 的 问题 , 有 目的 地 引进 一 些 先进 的 和 正在 发 展 中 
的 交叉 学 科 的 参考 书 ; 要 与 国内 出 版 的 教材 相配 套 , 安排 好 出 版 英文 原版 教材 和 翻译 教材 的 比例 。 
我 们 努力 使 这 套 教 材 能 尽量 满足 上 述 要 求 ， 需 望 它 们 能 放 在 学 生 们 的 课 桌 上 ， 发 挥 一 定 的 作用 。 

最 后 , Hitt “国外 电子 与 道 信教 材 系列 ” 项目 取 得 成 功 , 为 我 国电 子 与 道 信教 学 利通 信 产 业 的 
发 展 培土 施肥 。 也 尺 切 希望 读者 能 对 这 些 书籍 的 不 足 之 处 、 特 别 是 翻译 中 存在 的 问题 , 提出 意见 和 


建议 ， 以 便 再 版 时 更 正 。 
y 
AAR 


中 国 工程 院 院士 、 清 华 大 学 教授 
“国外 电子 与 通信 教材 系列 ”出 版 委员 会 主任 


出 版 说 明 


进 人 21 世 纪 以 来 , 我 国信 息 产业 在 生产 和 科研 方面 都 大 大 加 快 了 发 展 速度 , 并 已 成 为 国民 经 
济 发 展 的 支柱 产业 之 一 。 但 是 , 与 世界 上 其 他 信息 产业 发 达 的 同 家 相 比 , 我 国 在 技术 开发 、 BA 
训 等 方面 都 还 存在 着 较 大 的 差距 .。 特别 是 在 加 入 WTO 后 的 今天 , 我 国信 息 产业 面临 着 国外 竞争 对 
手 的 严峻 挑战 。 

作为 我 国信 息 产 业 的 专业 科技 出 版 社 ， 我 们 始终 关注 着 全 球 电子 信息 技术 的 发 展 方向 ， 始 终 
把 引进 国外 优秀 电子 与 通信 信息 技术 教材 和 专业 书籍 放 在 我 们 工作 的 重要 位 置 上 。 在 2000 年 至 
2001 年 间 , 我 福 先 后 从 世界 著名 出 版 公司 引进 出 版 了 40 余 种 教材 , 形成 了 一 套 “国外 计算 机 科学 
教材 系列 ”, 在 全 国 高 校 以 及 科研 部 门 中 受到 了 欢迎 和 好 评 , 得 到 了 计算 机 领域 的 广大 教师 与 科研 
工作 者 的 充分 肯定 。 

引进 和 出 版 一 些 国外 优秀 电子 与 前 信教 材 .尤其 是 有 选择 地 引进 一 批 英 文 原版 教材 , 将 有 助 
于 我 国信 息 产业 培养 具有 国际 竞争 能 力 的 技术 人 才 , 也 将 有 助 于 我 国 国内 在 电子 与 通信 教学 工作 中 
掌握 和 跟踪 国际 发 展 水 平 。 根 据 国内 信息 产业 的 现状 、 教 育 部 4 关 十 “十 五 ”期 间 普通 高 等 教育 救 
材 建 设 与 改革 的 意见 》 的 指示 精神 以 及 高 等 院 校 老 师 们 反映 的 各 种 意见 , 我 们 决定 引进 “ 画 外 电子 
与 通信 教材 系列 ", 并 随后 开展 了 大 量 准 备 工作 。 此 次 引进 的 国外 电子 与 通信 教材 均 来 自 画 际 著名 
出 版 商 , 其 中 影印 教材 约 占 一 半 。 教材 内 雁 涉及 的 学 科 方向 包括 电路 理论 与 应 用 、 信号 与 系统 、 数 
字 信号 处 理 、 微 电 子 、 通信 系统 、 电 磁场 与 微波 等 , 其 中 既 有 本 科 专 业 课 程 教材 , 也 有 研究 生 课程 
教材 , 以 适应 不 同 院 系 , 不 同 专业 、 不 同 层次 的 师 生 对 教材 的 需求 ,广大 师 生 可 自由 选择 和 自由 组 
合 使 用 。 我 们 还 将 与 国外 出 版 商 一 起 , 陆续 推出 一 些 教材 的 教学 支持 资料 ,为 授课 教师 提供 帮助 。 

此 外 , “国外 电子 与 通信 教材 系列 ” 的 引进 和 出 版 工作 得 到 了 教育 部 高 等 教育 司 的 大 力 支 持 和 
帮助 , 其 中 的 部 分 引进 教材 已 通过 “教育 部 高 等 学 校 电子 信息 科学 与 工程 类 专业 教学 指导 委员 会 ” 
的 审核 , 并 得 到 教育 部 高 等 教育 司 的 批准 , 纳 人 了 “教育 部 高 等 教育 司 推荐 一 一 国外 优秀 信息 科学 
与 技术 系列 教学 用 书 ”。 

POOP RR INET AEE LAE, 我 们 聘请 了 清华 大 学 、 北 京 大 学 、 北 京 邮电 大 学 、 东 南大 学 、 
西安 交通 大 学 、 天 津 大 学 、 丁 安 电子 科技 大 学 、 电 子 科技 大 学 等 著名 高 校 的 教授 和 骨干 教师 参与 教 
材 的 翻译 和 审 校 工作 。 许 多 教授 在 国内 电子 与 通信 专业 领域 误 有 较 高 的 声望 ， 具 有 丰富 的 教学 经 
验 , 他 们 的 渊博 学 识 从 很 本 上 保证 了 教材 的 翻译 质量 和 专业 学 术 方面 的 严格 与 准确 。 我 们 在 此 对 他 
们 的 辛勤 工作 与 贡献 表示 衷心 的 感谢 。 此 外 ,对 子 编辑 的 选择 , 我 们 达到 了 专业 对 口 ; 对 于 从 英文 
原 书 中 发 现 的 错误 , 我 们 通过 与 作者 联络 、 从 网 上 下 载 勘误 表 等 方式 , 逐一 进行 了 修订 ; 局 时 ,我 
们 对 审 校 、 排 版 、 印 制 质量 进行 了 严格 把 关 。 

今后 ,我 们 将 进一步 加 强 同 各 高 校 教师 的 密切 关系 ， 努 力 引进 更 多 的 国外 优秀 教材 和 教学 参 
考 书 ,为 我 国电 子 与 通信 教材 达到 世界 先进 水 平 而 努力 。 由 于 我 们 对 国内 外 电子 与 通信 教育 的 发 展 
仍 存在 一 些 认 识 上 的 不 足 , ER. BE, 出 版 等 方面 的 工作 中 还 有 许多 需要 改进 的 地 方 , EE 
大 师 生 和 读者 提出 批评 及 建议 。 
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译 者 序 


本 书 的 特色 十 分 鲜明 ， 它 是 一 本 工科 高 年 级 本 科 生 或 研究 生 能 看 得 懂 的 书 。 译 
者 从 1998 年 开始 给 通信 与 信息 系统 等 专业 研究 生 开设 “小 波 变换 及 其 应 用 ”课程 ， 
候选 的 国内 外 教材 先后 不 于 十 余 本 ， 均 存 在 同 ~- 个 问题 : 这 些小 波 书籍 太 数学 化 了 ， 
需要 实 变 函 数论 等 知识 才能 阅读 ,而 - 般 工 科学 生 并 不 具备 ， 因 此 学 起 来 往往 有 乱 
惧 的 情绪 。 同 时 ， 小 波 理论 又 在 许多 工程 领域 取得 了 丰硕 的 成 果 ， 令 广大 工程 技术 
大 员 们 不 得 不 牙 既 和 欲 试 . 本 书 作 者 Albert Boggess 博士 现任 得 克 萨 斯 A&M 大 学 数学 
系 主任 、 教 授 ， 儿 年 来 一 直 从 事情 里 叶 分 析 和 小 波 理 论 的 教学 工作 ， 其 丰富 的 教学 
经 验 和 成 果 完 全 地 雇 示 在 本 书 中 ， 能 遇 到 这 样 的 书籍 实 属 难得 。 

本 书 可 明显 地 分 为 两 个 部 分 : 第 1 章 至 第 3 章 探讨 健 里 叶 分 析 ， 第 4 章 至 第 7 章 
探讨 小 波 分 析 。 前 者 存在 的 原因 有 二 ， 一 是 在 小 波 分 析 中 要 经 常 引用 情 里 叶 分 析 的 
有 关内 容 ， 二 是 本 书 的 傅 里 叶 分 析 部 分 不 仅 基 本 理论 介绍 得 很 清楚 ， 而 且 还 有 大 量 
引 人 人 上 胜 的 背景 材料 ， 这 在 国内 常见 的 书籍 中 是 少见 的 。 

译 者 2002 年 9 月 见 到 此 书 的 英文 版 , 阅 后 感觉 其 好 , 马上 在 当年 的 教学 中 采用 ， 
学 生 一 致 反映 不 错 ， 这 当 是 意料 之 中 的 事 。 授 课 结束 ， 手 头 也 有 了 厚 厚 一 操 番 译 稿 ， 
于 是 就 有 了 把 它 变 成 铅字 出 版 的 念 冰 。 幸 得 电子 工业 出 版 社 的 大 力 支持 ， 得 以 现在 
的 面 日 呈现 给 各 位 读者 。 原 书 只 有 少量 的 错误 ,已 在 译文 中 改正 并 指出 . 

“小 波 ” 这 个 名 词 早 已 有 之 ， 但 ~- 直 在 纯 数 学 的 王国 里 游 药 了 近 一 个 世纪 ， 有 
些 艰深 降 雇 的 气息 在 所 难免 。 可 明显 看 出 ， 本 书 的 作者 在 字里行间 处 处 想 消除 这 种 
气息 ， 而 且 最 终 也 确实 做 到 了 。 若 作为 纯粹 的 小 波 理 论 研究 之 用 ， 本 书 显然 有 些 浅 
T, WARES, 若 作为 小 波 理论 的 应 用 ， 结 合 相应 的 工程 背景 ， 本 书 是 够 用 的 。 
况且 ， 时 至 今日 ， 小 波 理论 在 许多 工程 领域 的 应 用 已 有 了 相应 的 “定式 "， 若 教师 在 
给 工科 学 生 讲授 小 波 理论 过 程 中 ， 能 结合 具体 的 应 用 ， 定 会 给 学 习 过 程 带 来 无 穷 乐 
趣 ， 同 时 也 增强 了 学 习 的 信心 。 

译 者 不 是 数学 专业 出 身 ， 初 涉 小 波 “ 高 贵 ” 的 殿堂 ， 纯 粹 是 为 了 某 工程 项 目 以 
及 后 来 教学 下 作 的 需要 。 若 有 任何 错误 ， 敬 请 污 者 包涵 并 指正 。 

全 书 由 英国 胜 、 康 健 翻 译 。 感 谢 2001 级 和 2002 级 研究 生 中 参加 听课 的 所 有 同 
学 ， 特 别 是 硕士 生 友 风 、 高 学 强 和 博士 生 于 晓 东 还 具体 参与 了 部 分 文稿 的 录 人 和 校 
对 工作 。 数 学 教研 室 主 任 时 宝 教授 最 后 豆 定 了 一 些 术语 的 译 法 ， 康 锡 章 教授 通 览 了 


全 书 并 提出 了 许多 好 的 建议 ， 在 此 一 并 对 他 们 表示 衷心 的 感谢 。 
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傅 里 时 级 数 与 傅 里 吐 变换 的 内 容 自 19 世纪 以 来 已 经 非常 丰富 了 了 ， 关 于 此 论题 已 
发 表 和 出 版 了 大 量 的 研究 论文 和 书籍 ( 大 学 程度 和 研究 生 程 度 )。 相 比 而 言 , 小 波 的 
出 现 却 是 近 几 年 的 事 。 尽 管 可 追 湖 到 几 十 年 前 ， 但 只 是 在 最 近 的 二 十 年 里 ， 小 波 才 
成 为 信号 分 析 和 其 他 应 用 领域 中 非常 流行 的 工具 。 在 一 定 程度 上 ， 这 应 当归 功 于 
Ingrid Daubechies 女士 ?在 构造 紧 支撑 正 交 小 波 方面 的 杰出 工作 。 因 此 ， 大 多 数 关于 
小 波 的 文章 和 参考 资料 均 需 要 复杂 的 数学 背景 ( 研究 生 程度 的 实 分 析 课 程 )。 本 书 的 
目的 是 给 理科 、 工 科 和 数学 专业 高 年 级 本 科 生 呈现 关于 傅 里 叶 分 析 和 小 波 的 基础 知 
识 及 其 在 信号 分 析 中 的 应 用 。 先 修 课程 要 求 是 微 积分 和 部 分 线性 代数 知识 RRMA 
盖 知 阵 、 矢 量 空 间 、 线 性 相关 、 线 性 映射 和 内 积 空间 即 可 ) 在 信号 处 理 的 永 用 方面 
只 是 最 基本 的 ,没有 大 量 应 用 该 领域 的 专业 技术 术语 ， 以 便 使 更 广泛 的 读者 群 能 够 
接受 和 领悟。 


傅 里 时 分 析 


展开 成 传 里 叶 级 数 的 基本 目的 是 要 把 一 个 信号 ( 时 间 变 量 上 的 函数 ) 分 解 为 不 同 
的 频率 分 晤 ,这 些 基 本 的 构造 块 是 正 粥 函数 和 余弦 函数 


sin(nt) cos(nt) 
其 振东 频率 为 2nr。 例 如 ， 考 察 下 面 的 函数 ， 
f(t) = sin{t) + 2cos(3t) + 0.3sin(50t) 
该 函数 有 三 个 分 量 ， 其 振 落 频率 分 别 为 1[ sint 部 分 ] 3[ 2cos(3t) 部 分 ] 和 
50[0.3sin(50 部 分 ]。 了 如 图 1 所 示 。 
信号 分 析 中 要 解决 的 一 个 常见 的 问题 是 ， 滤 除 噪声 。 例 如 ， 播 放 录 音 磁带 时 所 
AMR eT (EE) RE, ea ( 如 村 比 滤波 器 等 ) 可 


以 部 分 滤 除 它 。 在 前 述 的 例子 中 ，0.3sin(50#) 这 部 分 造成 了 图 1 中 了 曲线 的 拌 动 。 
邻 系 数 0.3 等 于 0， 得 到 函数 ; 


中 Ingrid Daubechies 女士 现 为 普林斯顿 大 学 数学 系 教授 一 译 者 注 。 
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= sin(t) + 2 cos(3t) 
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图 1 {i = sin(é) + 2 coa(3t} — 0.3 sin(502) 


其 图 形 〈 如 图 2 所 示 ) BR OSA RAS, AS 的 图 形 几 乎 一 样 。 


-3 








图 2 f(t) = sin(t) + 2cos(3#) 


这 个 例子 显示 了 一 个 滤 除 噪声 的 方法 , 该 方法 就 是 把 信号 f(#j 用 正弦 和 余弦 信号 
展开 : 


= > ay, cos(nt) + by sin(nt) 
然后 忽略 掉 ( 即 令 其 等 于 0) 与 滤 除 频率 相应 的 系数 《em 和 bo )、 对 本 例 中 的 这 个 信 
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号 1 ， 因 为 它 已 经 表示 成 了 正 菩 和 余弦 信号 的 和 的 形式 ， 所 以 处 理 过 程 很 容易 。 然 
而 ， 大 多 数 信号 不 是 以 这 种 方式 表示 的 。 研 究 傅 里 叶 级 数 的 目的 之 一 ， 就 是 要 研究 
如 何 有 效 地 把 一 个 耳 数 分 解 成 正 玉 和 余 苑 分 量 之 和 ， 以 便 接 着 可 以 实现 各 种 滤波 
算法 ， 

信号 分 析 中 另 一 个 相关 的 问题 基数 据 太 综 . 图 { 中 的 信号 /和 表示 了 一 个 电话 线 
路 中 的 信和 号。 横 轴 代表 时 间 ， 单 位 是 毫秒 ， 级 铀 表示 某 人 讲话 时 产 牛 的 声 压 值 。 候 
设 该 信号 被 数字 化 后 通过 海事 卫星 从 美国 传输 到 欧洲 。 一 个 直观 而 简单 的 方法 是 每 
1 毫秒 左右 取样 -- 次 该 信和 号， 然后 横 足 大 西洋 把 得 到 的 这 些 数据 从 美国 传输 到 欧洲 。 
然而 ， 对 于 这 样 一 小 段 的 谈话 就 需要 每 秒 几 千 比特 的 数据 传输 率 。 因 为 两 洲 之 间 的 
电话 交谈 实在 太 多 了 ， 电 话 公司 就 要 在 不 明显 损伤 原 信 号 的 基础 上 ， 尽 可 能 地 压缩 
信和 号。 一 个 有 效 的 方法 是 ， 把 该 信号 表示 成 它 的 傅 里 叶 级 数 : f(t) — Zn an cos(nt) 
+ basin(md) ,然后 在 革 个 纵 定 的 错误 符 眼 下 ,把 小 于 相应 阅 值 的 系数 ou 和 1 舍弃 掉 。 
仅仅 那些 大 于 阐 值 的 系数 "需要 传送 到 大 西洋 彼岸 ， 然 后 在 那里 重 构 。 对 于 大 多 数 信 
号 ， 其 傅 里 叶 级 数 中 显著 系数 的 数目 相对 较 少 。 


小 波 


情 里 叶 级 数 的 一 个 缺点 是 ， 它 的 构造 块 是 无 始 无 终 的 周期 忻 正 汞 波 和 余弦 波 . 
该 方法 适合 滤 除 或 压缩 那些 具有 近似 周期 性 的 波动 信号 ( 如 图 1 所 示 )， 而 对 那些 具 
有 显著 局 部 特性 的 信号， 正弦 波 和 余弦 波 就 无 能 为 力 了 . 例如 ， 考 虑 图 3 中 的 信号 ， 
它 表 示 一 段 声音 信号 ， 其 中 有 两 个 噪声 尖峰 需要 滤 除 。 因 为 这 两 个 尖峰 是 孤立 的 、 
正 藤 波 和 余弦 波 无 法 很 好 地 模拟 该 信号 。 幸 好 还 有 另外 一 类 构造 埃 ， 称 为 小 波 ， 它 
适合 模拟 此 类 信和 号。 粗略 地 看 ， 小 波 就 像 仅 持续 了 一 两 个 周期 的 流动， 仅仅 在 非常 
有 限 的 一 段 区 间 有 非 零 值 ， 而 不 是 像 正弦 波 和 余弦 波 那样 无 始 无 终 [ 图 4 所 示 的 是 
Daubechies(N 王 邹 小 波 ]。 小 波 可 以 请 时 间 轴 前 后 平移 , 也 可 按 比 十 伸展 和 压缩 以 区 
取 低频 和 高 频 小 波 ( 见 图 5 )。 构造 好 的 小 波 函 数 可 以 像 傅 里 叶 级 数 那样 用 于 滤波 或 
压缩 信和 号。 基本 方法 是 : 给 定 一 信 导 ， 首 先 把 它 展开 成 小 波 的 平移 和 伸缩 之 和 ， 然 
后 把 欲 舍弃 项 的 系数 去 掉 或 进行 适当 修改 。 

为 了 实现 把 一 个 信号 进行 分 解 展开 的 有 效 算法 ( 傅 里 叶 或 基于 小 波 的 算法 )， 构 
WR (ER, REAME) 应 当 满 足 一 些 基本 性 质 ， 其 中 之 一 就 是 正 交 性 ， 对 正 蓄 
函数 就 是 : 


T 称 为 显著 系数 一 译 者 注 。 
a 8 1 


20 
al sin(né)sin(mt) dt = f id nem 
余弦 函数 也 满足 类 似 性 质 。 此 外 ， 对 所 有 的 n 和 m， 有 用 ”sin(nt)cos(mt) dt = 0, 
后 面 我 们 将 看 到 ， 正 交 性 导致 产生 了 求解 情 里 叶 系数 ( os 种,) 的 简单 公式 和 高 效 
算法 FFT， 快速 情 里 叶 变 换 )。 
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图 3 具有 孤立 噪声 的 信号 
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图 4 Daubechies 小 波 
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图 5 高 频 Daubechies 小 波 


但 在 构造 小 波 时 却 碰 到 困难 : 如 何 保证 平移 和 伸缩 后 的 小 波 仍然 满足 正安 性 ? 
如 何 得 到 计算 小 波 系数 的 高 效 算法 ”这 是 不 能 通过 简单 地 截断 正弦 波 或 余弦 滤 而 仅 
保留 一 两 个 周期 来 得 到 小 波 的 原因 。 经 过 如 此 截断 得 到 的 函数 ， 确 实 满足 小 波 的 正 
突 性 ， 但 其 平移 和 伸缩 系 不 再 满足 正 奖 性， 所 以 在 信号 分 析 中 无 法 采用 。 


本 书 概览 


本 书包 含 8 章 正 文 和 2 个 附录 。 第 0 章 是 关于 内 积 空间 的 ,包括 阅读 第 1 章 至 第 7 
章 时 的 先 修 知 识 。 我 们 感 兴趣 的 最 基本 的 内 积 空间 是 平方 可 积 内 积 空间 ， 这 里 没有 
应 用 Lebesgue 积分 ， 而 是 用 一 个 简化 的 方式 把 它 引 出 。 根 据 读者 的 熟悉 情况 ， 本 章 
既 可 作为 引言 性 质 的 单独 的 一 章 ， 也 可 把 其 内 容 揉 进 后 续 章节 中 。 第 章 包 括 傅 里 
叶 级 数 的 基本 知识 。 为 了 证 明 的 方便 ， 在 对 前 提 条 件 适 当 简 化 后 ， 提 出 了 几 个 收 合 
定理 。 第 2 章 是 傅 里 叶 变换 。 除 了 为 其 自身 内 容 完 整 以 外 ， 本 章 的 大 部 分 笔墨 是 为 
后 续 的 几 个 小 波 章节 准备 的 。 其 中 的 傅 里 叶 道 变换 的 证 明 不 太 正规 ,这 主要 是 为 了 
照顾 大 多 数 读 者 。 严 格 的 证 明 在 附录 A 中 给 出 。 离 散 傅 里 叶 变 换 和 快速 傅 里 叶 变换 
在 第 3 章 讨论 .该 章 还 包括 在 信号 分 析 中 的 应 用 和 对 建筑 物 振动 类 率 辨识 方面 的 应 用 。 

小 波 部 分 在 第 4 章 至 第 7 章 中 讨论 。 首 先 从 第 4 章 的 Haar 小 波 开始 。 用 定义 明 
晰 的 Haar 小 波 可 以 较 容易 地 讲述 多 分 辩 率 分 析 的 基本 概念 以 及 与 小 波 相关 的 诸如 正 
突 性 等 的 基本 性 质 。 然 而 ，Haar 小 波 是 不 连续 的 ， 从 而 限制 了 它 在 信号 分 析 中 的 应 
用 。 多 分 辩 率 分 析 的 一 般 概念 在 第 5 章 给 出 。 第 4 章 的 多 分 辩 率 分 析 只 是 针对 Haar 
小 波 的 。 第 6 章 包 括 既 连续 又 正安 的 Daubechies 小 波 的 构造 ， 同 时 给 出 了 光滑 小 波 








Iĝ- 


的 定义 。 第 7 章 是 更 深入 的 专题 ,包括 多 维 小 波 和 小 波 变换 等 ， 

本 书 中 大 多 数 定理 的 证 明 汐 在 正文 中 直接 给 出 ， 其 中 一 些 较 复 杂 的 定理 是 用 启 
发 式 的 方法 进行 证 明 的 , 而 严谨 完整 的 计 明 过 程 可 见 附 录 A。 附录 A 中 的 有 些 证 明 ， 
需要 诸如 Lebesgue 积分 这 样 艰深 的 数学 知识 。 

书 中 一 些 插图 的 曲线 是 用 附录 B 的 MATLAB 程序 产生 的 , 这 些 程序 也 有 助 于 读 
者 更 好 地 理解 基本 概念 . 

本 书 并 不 是 一 篇 论文 ， 其 后 半 部 分 关注 的 焦点 只 是 正 交 小 波 的 构造 ， 极 少 提 及 
用 样 条 和 其 他 工具 构造 的 双 正 交 小 波 。 这 是 因为 关于 此 类 小 波 有 大 量 文 献 可 以 参阅 

( 如 参考 文献 [5] )， 也 是 因为 我 们 想 让 具有 大 学 高 年 级 以 上 知识 程度 的 读者 能 够 读 
AG 
大 学 本 科 生 可 用 一 学期 的 时 间 学 习 本 书 。 
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HOR 内 积 空间 


对 于 局 上 的 两 个 矢量 羡 = (x1, 229,78) 和 YY = (11,42, ¥3). HEr (Euclidean ) 
内 积 定义 为 : 


(X,Y) = ry + 2Y2 + Taya 
这 样 定义 的 原因 部 分 是 因为 度量 失 量 长 庭 的 需要 ， 即 由 Pythagorean ERA: 


X REE = zi 十 中 十 2 一 yX, xX} 
本 章 的 目的 是 在 更 一 般 的 集合 上 定义 内 积 的 概念 ， 该 集合 包含 相当 宽泛 的 矢量 
空间 。 我 们 尤其 感 兴趣 其 元 素 是 信号 { 即时 间 的 函数 ) 的 矢量 空间 上 的 内 积 。 
0.2 ”内 积 的 定义 


由 嫩 空 间 上 内 积 的 定义 可 自然 推广 到 呈 维 任意 的 如 "空间 上 的 内 积 。 对 于 Ra 上 
PAS REX = (zi 72 en) AY = (pY Yn), Euclidean ARA: 


(X, Y) = 》 ay; 
jel 
”在 研究 傅 里 叶 级 数 时 ， 将 大 量 使 用 复 指数 概念 ， 因 此 我 们 在 研究 实 矢量 空间 时 
还 要 详细 讨论 一 下 复 矢 量 空间 。 沿 用 实 矢量 空间 中 对 内 积 的 定义 ， 只 要 对 第 二 项 取 
HARTERA COL MARE, BR2=ct+iyMARicwz=2-iy, Æ 
ax +e CHP FRERAOOR AG, VERRE? = r +i KE 
的 平方 ]。 
BZ = (21, 22, vee ah W = (wi, Woy . stn) AC" LK RITES, HAA : 
(Z,W) = 》 20; 
j=l 


HAN Be CEE EB AE M: 


2 小 波 与 情 里 叶 分 析 基 础 


Z ÉKE = V(Z,2) =) Say =) Sole! 
j=l j=l 


AE LAA ARSE, Aan, ARRES, B 
(X+Y¥,Z) = (X, 2) + (Y, ZAX, Y + Z) = (X,Y) + (X, Z) 


满足 前 面 内 积 定义 的 其 他 一 些 内 积 的 性 质 , 今后 将 作为 公理 使 用 。 有 关 RA C 
上 内 积 的 这 些 公理 的 验证 将 作为 本 章 的 习题 。 


定义 0.1 一 个 在 复 矢量 空间 Y 上 的 内 积 是 一 个 函数 (小 :下 xT AC, E 
足以 下 性 质 。 

(1 EYE: (o,v) > 0， 对 任意 非 零 的 vET。 

(2) FPO AME: (ww) = (w, 0), STAR, we V, 

(3) 均匀 性 : (m,w) = euw, WAAR wEV, BENAF EC. 

(4) 加 性 ; (utv,w) = (uw) t (ow), ARAR v wEV, 

定 文 了 内 积 的 矢量 空间 称 为 内 积 空间 。 为 了 强调 基本 空间 六， 有 时 把 Y 上 的 内 
积 表示 为 : 





{ 1 jv 
REEDE, 上 述 定义 同样 适用 于 实 内 积 空间 。 这 些 调整 包括 : 均匀 性 中 的 
比例 因子 cEKH, HONE PR ASE DERE (2), (4 ) RABBI 
双 线性 性 质 : (u,v +w) = (u,v) + (uw), ER (2), (3) ERREKAR TATH. 
可 以 从 内 积 的 第 二 项 中 取出 来 : 


(v, cw) = (ew, v} =w, v) = E(u, w} 


正 性 意味 着 可 定义 一 个 非 零 数 lu|| = V0.0), 作为 矢量 0 的 长 度 或 称 之 为 范 数 。 
长 度 定义 意味 着 矢量 空间 V 中 两 个 矢量 的 距离 为 : 


{v,w} 之 间 的 距离 = jv 一 名 | 


注意 内 积 的 正 性 还 意味 着 当 ||s 一 名 | = 0 时 ， 只 有 w = ww。 上 距离 概念 还 寻 出 序列 
{wk; 上 二 1,2,.…]} 收 敛 的 意义 ， 即 ; 


tev, WÈ lve- vl] > 0 


换 名 话说， 如 果 亿 和 的 距离 随 着 k 的 变 大 而 越 来 越 小 ， 那 么 一 2。 
以 下 是 一 些 关于 内 积 的 进一步 的 例子 : 


第 0 章 内 积 空间 3 


例 0.2 
AV ASRASAD = nt” to tarta, a4 EC, BH V PAA: 如 
Xp = at mt t'e t ant" Fo g= bo tbir te t bar”, RA: 
他 分 = 》 aby 
j=0 


HERA AREMA aacr, Baot art tant” H A 
(agan) E CTRA T, 
例 0.3 
不 同 的 内 积 可 由 同一 个 矢量 空间 导出 , 本 例 定 头 了 一 个 C2 Lak 4 Euclidean 
内 积 。 v= (vy, 02), w=(wi,waeC?, 2X: 
2 一 2 Vl ` 
(ow) = (ora) G 3 } (2) { $i HSER ) 


这 里 对 给 阵 的 选择 没有 特殊 要 求 ， 可 用 ARREA PMR, REAR 
Hermitian 4 #49 PAE — A) BIER ( 即 所 有 特征 值 为 正 ) A RR A 
TH, ARTA, 


0.3 D SER S a) 
0.3.1 定义 


上 节 中 的 例子 均 针对 有 限 维 空间 ( 即 仅 包含 有 限 个 线性 独立 矢量 的 空间 )。 本 节 
将 讨论 一 类 无 限 维 矢 量 空间 ， 这 对 分 析 信 号 特别 有 用 。 一 个 信号 ( 如 声音 信号 ) 可 
看 做 是 一 个 函数 fj， 它 表示 了 t 时刻 的 信号 密度 。 这 里 的 + 在 区 间 a < t< 5 变化 ， 
表示 信号 持续 时 间 。 但 a 可 能 为 -oo，b 可 能 为 +o0。 

下 面 给 出 一 个 更 严格 的 定义 ， 


定义 0.4 对 于 a gt gb, 空间 [2(la, 丰 表示 所 有 平方 可 积 函 数组 成 的 空间 , 即 : 
b 
L (fa, d) = {/ : [a,b] > C; f f(DP dt < =} 


该 空间 也 包含 那些 不 连续 的 函数 。 本 书 中 讨论 的 例子 均 是 连续 的 或 者 有 有 限 个 
间断 点 。 在 这 个 意义 上 ， 相 应 的 积分 可 看 做 是 基本 的 Riemann 积分 (在 大 学 一 年 级 
微 积分 课程 中 介绍 ) 而 实际 上 也 的 定义 可 以 有 无 穷 个 间 岂 点 ,此 时 必须 用 Lebesgue 





4 小 波 与 情 里 叶 分 析 基 础 


Bb. REPOR dt < co 从 物理 意义 上 解释 为 信和 号 的 总 能 量 是 有 限 的 〈 大 部 分 信 
BEWE) 

空间 Lla, 丰 是 无 限 维 的 。 例 如 ， 若 a =0, b=1, RAAL, t 2, O... JER 
性 独立 的 昌 属 于 12[0,1]。 (LF) = 1/ 不 属于 52[0,], AA f (1/t)? dt = 00 

严 内 积 。 下 面 我 们 把 注意 力 转 人 定义 于 疡 加, 遇 上 合适 的 内 积 。 为 了 涯 清楚 LA 
AMAR, RIE RRL. Hise = 0, b=1, 六 是 一 个 足够 大 的 正 整 数 。 令 
ty =j/N ISSN, ŽS EER, MAJS EREE, tjah h FEE. 
因此 ，f 可 由 下 面 的 矢量 来 近似 : 


fv = (F) Plta) n fltw)) € B® 
如 图 0.1 所 示 。 随 着 N 变 大 ，fw 近 似 f RREKET. 





Rol 连续 晴 数 由 其 离散 化 形式 来 近似 


假如 了 和 g 是 两 个 36, 了 中 的 信号， 那么 它们 可 分 别 被 离散 化 为 fy RIN. 
《f,9)52 的 一 个 可 能 的 定义 是 随 着 N 的 增加 ， 检 验 RY 上 的 ANw 和 9w 的 普通 内 积 ; 


N 
Uw. ow)av = YC FEIE j= Por HNIGIN) 
i=l 
该 方法 的 不 足 是 ， 随 着 NEK, tian. 更 好 的 方法 是 求 其 平 
均 ， Bp; 


1 N _ 
iy Pavan) ay = DOIN GND y 
因为 /x 和 9x 随 着 增 大 分 别 超 近 于 S MI, WAU DAER, M 
EN 一 00， 取 该 平均 内 积 的 极限 。 


RO AREN 5 
上 式 可 写 为 : 


Quanm = 工人 g(t At, 这 里 At = 1/N 
j=l 
上 式 右边 的 和 是 一 个 在 区 间 [0, 了 的 分 划 [0, th, to, ty = IF fy WoW) at 
69 Riemann 和 近似 。 该 近似 随 N 增 大 而 变 得 越 来 越 好 ， 所 以 有 理由 定义 二 [0,1 上 的 
内 积 为 {f,9) = pi (holt) dt。 由 此 给 出 了 下 面 定 义 的 基础 。 


MOS L*([a,d)) kL ARE LH: 


alae = f sox idt, f, g€ Lilet) 


HARP, “和 致 件 和 双 线 性 对 该 内 积 同样 成 立 ， 证 明 留 待 习题 中 。 
对 于 正 性 条 件 ， 若 0 = (fS) = PIO dE 是 连续 的 ， 那么 对 所 有 的 t+， 有 
f()=0. EROAA R EMA, BRAT, RARE, f= 0. 例 


a, wax: 
lL @t=0 
madoa 


RES RM, BOLH = 0。 我 们 规定 ， 若 除 有 限 个 点 外 (或 更 一 般 地 ， 用 
Lebesgue 积分 观点 ， 除 了 测度 为 堆 的 集合 外 )，f( = gÀ, W S MgtEL?* (lad) 
RHSD, HAIX KA, fdt = 户 9 的 碍 成立 ， 所 以 上 述 定义 对 积分 是 有 
利 的 。 正 是 由 于 此 规定 ， 内 积 的 正 性 成 立 。 

依 信号 分 析 的 观点 ， 上 述 相等 的 定义 是 合理 的 。 一 个 信号 在 某 个 扳 立 点 时 刻 ( 例 
A, ¢ = 0 时 ) 的 特性 几乎 没有 什么 价值 ， 而 在 一 个 时 间 眉 内 的 性 质 则 很 重要 。 员 然 
测度 论 和 Lebesgue 积分 在 本 书 中 不 用 ， 但 我 们 这 里 还 是 离 题 讨论 了 相等 的 概念 ， 并 
且 用 了 一 段 足够 多 的 篇 幅 。 集 测度 概念 是 区 间 长 度 概念 的 汉化 。 区 邮 a < + < 8 的 测 
BE) - ac。 一 个 不 连续 区 同 的 测度 是 构成 该 区 间 的 各 连续 区 间 段 长 度 之 和 。 所 以 有 
限 点 集 ( 或 可 列 ) 的 测度 为 0。 不 相 邻 区 间 的 测度 是 各 个 区 间 长 度 之 和 。 一 个 更 复杂 
的 几何 测度 的 确定 ， 可 先 把 它 分 隔 成 有 限 个 不 相连 单元 、 因 为 长 度 为 0 的 积分 区 域 
对 积分 整体 上 没有 影响 ,所 以 我 们 有 理由 认为 : 若 一 个 函数 了 (由 在 a< t < 5 上 除 测度 
HORRE, IO = 0， 那 么 局 f(t) dt 一 0。 反之 亦 成 立 。 如 : 


b 
0= Me = rere 


eee Tl ill 


6 小 小 与 傅 里 叶 分 析 基 础 


那么 , 除了 零 测 度 集 外 , f(t) = 0, atch, 基于 上 述 原因 , 若 声 明 两 个 函数 f 和 g 
相等 ， 意 味 着 在 [a, 量 上 除了 零 测度 集 外 有 f(t) = 9 为。 这 个 关于 相等 的 更 一 般 的 定 
义 已 涵盖 了 上 一 段 中 有 关 的 定义 ( 即 ， 若 除 有 限 个 点 外 ， 两 个 函数 的 值 相同 ， 则 这 
PA PRS )。 


Pea, 在 许多 应 用 场合 ， 进 行 处 理 前 信和 号 已 经 离散 化 了 例如 CD 播放 出 的 音 
乐 由 一 系列 在 固定 间隔 时 间 里 的 声 强 表示 -此 时 ,用 一 序列 = ….2_1, 20,21, -# 
mA, 其 中 % 是 信号 在 第 ;个 时 间 段 [t,tj+i| 内 的 数值 .理论 上 ， 上 述 序列 可 以 是 无 限 
的 【7 一 oo 或 了 一 一 00， 或 者 两 端 无 限 ), 但 实际 上 ， 信 号 通常 终止 于 某 个 N ， 即 
当天 > NET, 2; = 0. 

以 下 定义 撒 述 了 ZL? 的 一 个 离散 形式 。 

定义 0.6 ?空间 是 由 所 有 序列 着 二 ,zoy YI z E CHE w lEn 
< oo 构成 的 。 该 空间 中 的 内 积 定 习 为 : 





(KT = J ate 
REX =, tonto Ene Y Yr, Yo My o 
验证 4', HEPN--TAREAS, BERJER, 


相对 误差 。 对 于 两 个 信号 f Mo, RAKLER IS -ole T—t fF Sok 
别 的 度量 。 然 而 ,通常 相对 误差 更 有 意义 : 


ease fg 
NRE = TALL. 


(分 导 也 可 以 是 9g|zz )。 相 对 误差 度量 了 f 和 9 之 卷 的 范 数 相对 | 中 zz 的 大 小 。 对 于 
BMS N RACER. 


0.3.2 PRASKA 


如 0.2 节 中 定义 的 ， 一 矢量 序列 {wn; n= 1,2,…} 在 内 积 空间 V 中 称 为 收敛 到 
矢量 v e Vie, 随 NN 增 大 ,tn 接近 vb。 这 里 接近 的 意思 是 ||wn ~ 串 很 小 ,用 精确 的 
数学 语言 表达 就 是 ， 若 | 同一 可 0, n=, Wn OF v 

在 本 书 中 ， 我 们 会 经 常 谈 到 内 积 空间 成 [a, 昌 ,因此 有 必要 详细 讨论 一 下 该 空间 
的 收敛 问题 。 


EXOT ED lo LPM ARE 7, Eln- fle 一 0，n 一 ec。 更 精确 
地 ， 给 定 e > 0， 存 在 一 个 非 负 整 数 N ， 使 得 当 p? 六 时 ， 有 | 一 六 rz <e. 
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在 严 中 收 仿 有 时 又 称 为 均匀 收 贫 。 针 对 函数 类 还 有 两 种 未 同 类 型 的 收 义 。 

EX 0.8 

1. Fafa sts LESAKAR f BRM le MET Wes 
e> 0, -TER N., HB4n2eN, Alfalt) 一 (OD E E 

2. EA Satos tsb BAE S 是 指 对 每 个 小 的 e > 0， 有 一 个 正 整数 N, 
Halna Nm, WEB ct<b, An 一 f(D < 


对 于 一 致 收敛， 六 仅 取 决 于 的 大 小 ， 而 与 点 寺 无 关 ， 而 逐 点 收 伍 中 ， NN 还 要 
依赖 于 点 上 。 

下 面 比较 一 下 这 三 种 收敛 。 若 在 [a, 站 上 ff 一 致 收 钱 到 并， 那么 所 的 值 在 整个 区 
间 [w, 相 上 接近 了 的 值 , 例如 ,图 0.2 表示 了 两 个 函数 互相 -- 致 地 接近 不同 的 是 , 若 
ERRAR 了， 那么 对 每 个 固定 的 t+ ， 当 nn 很 大 时 ， 记 ( 同 才 接近 于 f()。 然 而 抽 接 
TAS (ORE TURE i, TE, PBR, RSA, 





图 0.2 两 个 彼此 一 致 接近 的 冰 数 


ESRA L a b ER S, 那么 平均 来 说 ， 除 了 某 些 点 远离 了 OZIN itk 
近 上 的 。 例 如 图 0.3 示 出 了 在 局 上 ， 两 个 函数 的 接近 程度 ， 尽 管 有 些 点 相差 很 还 。 


图 0.3 两 个 依 严 查 非 一 致 接近 的 函数 


例 0.9 


ERAUSI, BRP Ml) = Mn 二 1,2,3-- RAKMS SE) =O, 


8 小 波 与 情 里 叶 分 析 基 而 


AAHO<t<1, dn com +0 Rm, KRARA-BH. Mtl, P 
接近 于 中 的 速度 放 慢 .例如 ,如 果 t = 1/2 He = 0.001, HZ |t| <e, REnz10. 
然而 ， 如 果 t 二 0939， 那么 直到 36 时 ， 才 有 | 如 | < 6. 

对 一 个 国定 的 7 之 1]， 在 区 间 则 ,?] 上 后 一 至 收 训 到 f = 0, HK, ROI <r, 
RA <r”, Ak, RS <e, MIAR HOSET, \fa|eEbFe, H, 
EB HO, r] Efnt 0 HEARS Troki o tA. 

同时 注意 到 ， 在 L[0,1] 上 jf 一 0， 这 是 因为 ， 


1 
2 一 n Zd 
TAE Í (e")? at 
pent 1 
-= 2n + lilo 
= TT At cont 
do F GHLBK, FAREN [a bbh- ikot LKR ES 
定理 0.10 在 一 有 限 区 间 a < t <b 上 ， 若 一 序列 所 当 n 一 omaa f , 
ABA RFP PAR L (a, HB S 。 反 之 不 真 。 
证 明 dH BE, he > 0， 总 能 找到 一 个 整数 N, 使得: 


HO-O <e, anz NMa <td 


该 不 等 式 意味 着 : 
b 
lfa- Aa = f ital) — soa 
b 
<f edt, n2N 
= *(b-a) 
Alt, MRn>N, RIAN- fle sev 和 二 6。 因为 e 可 以 到 任意 小 ， 所 以 该 不 等 
RRB RLM 了。 


反之 则 不 然 。 考 虑 0 < 1 < 1 上 的 函数 序列 : 


fa(t) = t a 


BFAK L 0, RRA 0, 但 不 是 在 0)< < 1L-RKAR 0 的 。 相 应 的 证 明 留 给 读 
者 【见习 题 6 )。 
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WE, PPR AREF. R, PEL? 上 一 臻 有 界 ， 那 么 逐 
FRU AB PRIEAK L WOR ( Lebesgue 控制 收敛 定理 ， 见 参考 文献 [17] ), 在 本 章 后 面 
的 习题 中 ， 有 更 进一步 的 例子 来 说 明 这 三 类 收敛 的 相互 关系 。 


0.4 Schwarz 不 等 式 与 三 角 不 等 式 


内 积 的 两 个 最 重要 的 性 质 是 Schwarz 不 等 式 和 三 角 不 等 式 ，Schwarz 不 等 式 为 
1X, 了 | IX] IY|。 在 成 中 ， 该 不 等 式 遵从 余 东 定 理 : 
KX, YI = XI YI cos 人 (人 和 二 


这 里 的 6 是 七 与 Y 之 间 的 夹 角 。 三 角 不 等 式 为 | 革 十 了 <IX| 十 上 ,在 成 中 ， 
该 不 等 式 如 图 0.4 所 示 ， 描 述 为 两 点 间 直线 距离 最 短 。 


原点 
图 0.4 三 角 不 等 式 


下 面 的 定理 指出 Schwarz 不 等 式 和 三 角 不 等 式 在 一 般 的 内 积 空间 中 成 立 。 


定理 0.11 RV, 《是 一 个 内 积 空间 ( 实 的 或 复 的 )， 那 么 对 所 有 的 已 
Yev, @: 

* Schwarz PËR: (X,Y) <| XY, SAMY X SYREN, SSR 
Xo MA, HANH X RY RMEIEAPRARN, A(X, Y) = XY 
三 角 不 等 式 : |X +Y|<SIXI + IY: 当 生 仅 当 外 与 Y 线 性 相关 时 ,等 号 成 立 。 





0.4.1 实 内 积 空间 的 证 了 明 
假设 矢量 中 的 - -个 ， 便 如 了 是 非 零 的 ， 否 则 空 即 得 证 。 令 t 是 一 个 实 变 量 ， 考 


10 小 波 与 博 里 叶 分 析 基 而 


0 < |X -tY = (X -tY,X -ty) (0.1) 
= |X|? - X,Y) +P VP (02) 
上 式 右边 是 关于 t+ 的 非 负 二 次 多 项 式 ,所 以 不 可 能 有 两 个 不 同 的 实 根 。 因 此 , 其 判别 
式 必 定 非 正 。 即 ， 
判别 式 = AX, YY? — aX PNY PF <0 
重新 调整 一 下 该 不 等 式 ， 即 可 得 加 Schwarz 不 等 式 。 
车 (X,Y?) = XY 上 ,那么 前 述 的 判别 式 为 0， 也 即 | 关 一 tY |? = 0 有 一 个 双 
重 实 根 i。 W, X- iY = 0 或 X = 合意 味 着 (X,Y) = iYe, 另 -方面 ， 
(X,Y) = X IYE, LE SO, 这 样 ,如 前 所 言 ， 多 = fy RR YASSER, 
反之 ( 即 久 是 的 非 负 僻 乘 ， WAXY) = XYD 很 容易 证 明 ， 留 给 读者 。 


0.4.2 复 内 积 空 间 的 证 明 
HV 是 一 个 复 内 积 空间 ， 证 明 同 前 类 似 。 令 5 为 (X, 了 ) 的 辐 角 ， 即 : 
(X,Y) = (X, Yje? 
考虑 如 下 不 等 式 : 
0 < eX -tY |? = (e *X -tY eX - tY) 

= |X|? -t (fe FX, Y) + (Y eX) + PY 
= (XIP -t ( (e7? X, Y) + eX, Y)) + P|? 
= |X]? — 2 Re {te (X, Y}} +2 Y |? 

这 里 “Re 表示 “ 实 部 "; BI, #z=r+iy, 那么 : 


z+z 





Rez=2- 


PISS OER, Ao pia ESE —2e(X,Y)|, MAAR (0.2) 式 
HWM. RP NTN AS PRS IT EE 


0.43 三 角 不 等 式 的 证 阳 
三 角 不 等 式 的 证 明 可 由 Schwarz 不 等 式 得 到 ， 
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IX +Y? =(X+Y,X +Y} 
=|| X|? +2 Re {(X,¥}}+ IYI? 
< XIP + 2X HYI + YIP 由 Schwarz 不 等 式 
= (IX + Y1)" 
把 该 不 等 式 的 两 边 开 平方 就 得 到 了 三 角 不 等 式 。 
SLRARSR RHR, ALY) = XYI, HERRE 部 分 可 知 碟 和 了 
是 彼此 非 负 的 倍 乘 ， 证 弟 。 


0.5 EX 
05.1 定 兴 与 例子 


XR PREA, 余弦 定律 是 ; 
(X,Y) = [|X ||¥|lcos(#), 总 = XSY ZENA 
上 式 意味 着 当日 仅 当 (和 ,YY) = OM, XS VIER (ER), 我 们 将 把 该 式 作 为 正 交 的 
更 一 般 定 义 。 
定义 0.12 RV 是 内 积 空间 。 
© Vy PRSABXAY, F(X,Y) = 0, WHAXSYER. 
， 矢量 集 &, i 二 1,… ,NN 称 为 正 交 ， 基 指 如 果 其 中 每 个 6 具有 单位 长 度 
lles|| = 1， 而 旦 彼此 正 交 ， 即 i 关 jY 时 与 6j 正 交 。 
© 两 个 子 空间 全 和 人 防己 站 称 为 正 交 ， 是 指 信 中 的 每 个 矢量 同 谷中 的 每 个 矢量 
EZ. 
正 交 基 或 了 的 正 交 系统 是 指 空间 中 的 一 个 矢量 基 ， 它 是 正 交 的 。 


例 0.13 
由 失重 (1,1) 产 生 的 线段 由 二 与 由 失 量 (1, 一 1) 产 生 的 线段 Y = 一 了 正 交 。 
例 0.14 


在 本 中 前 线 z12 = -y= 二 zf13 ， 其 在 和 失 量 (2, 一 1,3) 方 向 上 的 点 与 平面 
Qe 一 自 十 3z 二 0 正 交 。 


例 0.15 
对 于 空间 上 2([0, 1]) , 其 中 的 任何 两 个 画 教 车 一 个 为 0,， 另 一 个 非 0, MEIER, 





12 小 波 与 情 里 叶 分 析 基 础 


Pef MES: < 172 时 非 0， 而 9 的 在 172St< 1 时 非 0， 所 以 了 (tj)g() 总 为 
E, Ww, (9) =f f(Og@) dt =0. 

fil 0.16 
A 


T 


l #O<t<1/2 
ssy ZSS wf ect 
i 0, 其 他 


MoS vAL OPER, AA: 


1/2 1 
(eu) = f 1e- f id= 0 
0 172 


对 比 前 述 例 子 ， 注 意 到 由 和 时 是 正 交 的 ,， BOP AMAR, POSEA O, 
E Har KE, ROARADR, VADAR, LEDAX DENTE, + 
PRLI EM. 

fh) 0.17 
HA f(t) = sind fe g(t) = cost æ L-nr) LEX, AA: 


(fg) = f sin(t} cos(t) dt 


=r 


t T 
= sf. sin(2t) dt 


= = cos(2t) 


T 





=0 
AA f in (tdt = f"_cos%(t)dt = a, Apress E fo O A lT, a) 
中 正 交 。 更 一 般 地 ， 我 们 将 在 第 1 PEHAR 
cos nt sin(nt) 
Vr ` VT + 
是 正 交 的 。 该 齐 实 在 讨论 情 里 叶 级 数 时 是 非常 重要 的 。 
矢量 可 根据 茶 个 正 交 基 展 开 ， 见 下 面 的 定理 描述 。 


定理 0.18 设 巧 是 内 积 空间 7 的 一 个 子 空间 。 假 设 {et，…… ew} eV WERE, 


n=1,2,--- 
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车 u EW， 那么 : 
N 


us Se, ey)e; 


j=l 
证 明 FA fen, ++, ew } Vo APE, 任何 矢量 we WW 可 惟一 地 表示 为 的 一 
个 线性 组 合 : 


N 
t= 5 Ej 
j=1 


为 了 得 到 Qk， 上 式 两 端 对 ex 取 内 积 ; 
N 


(u, ex} = S (ayes, Ek} 


j=l 
因为 针 是 正 交 的 ， 上 式 右 端 的 非 零 项 仅 发 生 在 了 = kA, BIA: 
(V, Ek} = Qk (Ek, Ek) = Ob 


即 ak = (v, ex), 


0.5.2 正 交 投影 


假设 {e1,.…. ew} 是 内 积 空 间 Y 的 正 交 基 。 若 是 由 {el,……ewj} 张 成 的 ， 那 么 
由 定理 0.18， 公 式 


N 
v= Saye; (03) 
j=l 


成 立 , 这 里 0 = fo,ej)。 若 "不 是 由 {el，……ew} 线 性 张 成 的 , BAR ERE RAO; 
的 解 。 此 时 最 好 的 办 法 是 找 一 个 ww ， 它 是 由 {el，，…,exw} 线 性 张 成 的 ， 且 与 v 尽 可 能 
地 接近 - 更 一 般 地 ， 设 加 是 内 积 空间 yV 的 一 个 子 空间 ,we V, Ave. mos 
所 示 。 下 一 步 是 如 何 决定 与 v 接 近 的 矢量 ww < WW。 在 下 面 的 定义 中 ， 矢 量 (ww) 有 一 
个 特殊 的 名 字 . 


定义 0.19 PIM MARS V 的 一 个 有 限 维 子 空间 . 对 任何 ve T，? 在 功 
上 的 正 交 投影 是 惟一 的 矢量 wo Vo, ERRE v; W 


le — voll = min |v — wl] 


如 图 和 5 所 示 , 对 最 接近 于 v 的 如 的 选择 应 使 0 ~ vo (由 wo 至 0 的 矢量 ) 与 万 正 


14 小 波 与 博 里 时 分 析 基 础 


X. 当然 ， 若 基本 的 空间 是 中 或 下 时 ， 图 尾 容易 画 出 的 。 但 在 更 复杂 的 内 积 空间 ， 
如 到 中 ， 图 示 就 很 抽象 ， 可 能 准确 也 可 能 不 准确 〔 苑 到 上 的 一 个 元 素 不 一 定 真 的 是 
平面 上 的 一 个 点 ， 如 图 0. 中 的 那样 )。 下 面 的 定理 表明 ， 我 们 在 豆 中 的 有 关 正 交 的 
直觉 在 -- 般 的 内 积 空间 中 也 是 对 的 . 





图 0.5 v 在 而 上 的 正 交 投影 


定理 0.20 车 态 是 内 积 空间 Y 的 一 个 有 限 维 子 空间 , 令 vE v 中 一 个 元 素 。 
那么 其 正 交 投影 ww 有 下 烈性 质 ，wv 一 如 与 酚 中 的 每 个 矢量 正 交 。 
WEAR 兽 先 看 到 , 若 to 是 最 接近 矢量 54 的 , 那么 0 一 wo 与 we hit. SRRR: 
f(t)= ll +tw- ul? ter 
它 描述 了 wo 十 tw E V5 vB REY EvE V PRE 的 元 素 ,那么 当 上 = 0 
时 ， 了 最 小 。 为 简单 起 见 ， 下 面 将 仅 考 虑 基本 内 积 空间 V BSCE. ENIA: 
FE) = ((up — v) + tw, (vp — v) + tw} 
=|vo — ||? + 2t{vo — v, w) + tlel? 
因为 当 上 一 0 时 , f 最 小 ， 其 导数 在 t = 0 处 必 为 0。 我 们 有 : 
ft) = Aug — v, w) + 2éljwl|? 
所 以 
0 = f'(0) = 2(u — v, w) (0.4) 
由 此 得 到 结论 ，vo 一 与 也 正 交 ， 
WIM: 车 加 一 4 与 w 正 交 ， 那么 由 公式 (04) BO) = 0。 因 为 /凡是 -- 
个 关于 上 的 非 负 的 二 次 多 项 式 ， 所 以 拐点 + = 0 必 与 最 小 值 对 席 。 因 此 ， 当 t = 0 时 ， 
lvo + tw 一 上 最 小 ,因为 w 是 态 中 任意 选取 的 一 个 矢量 , 所 以 可 以 断定 如 是 俩 中 
最 接近 的。 
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根据 Wo 中 的 一 个 正 变 基 ， 矢 量 ?在 矶 中 的 投影 容易 得 到 ， 如 下 定理 所 示 。 


定理 0.21 设 下 是 一 个 内 积 空间 ,而 柄 是 一 个 有 正 交 基 {el,…… ew SA N EF 
空间 。 矢 量 v € Y 在 而 上 的 正 交 投影 由 下 式 给 出 ; 


N 
vo = 》 ae; ,Qi = (vej) 


j=l 
注意 , 在 % 届 于 三 的 一 类 特 吻 情 况 下 , v 等 于 其 正 交 投影 wo。 此 时 ， 前 述 公 式 中 
w 二 VV ， 这 与 定理 0.18 中 情形 一 样 。 
证 阴 $v = Soy oe, aj = (v,ej)。 根 据 定理 0.20, 我 们 变 做 的 是 证 明 v — vo 
与 尾 一 矢量 ww € 成 正 交 ,因为 e1,…, EN 是 WW 的 -个 基 . 表 上 明 w — wy SRP eo, k= 1, 
NEZ., RATA: 


(uv — v0, ee) = (= Dosa 


因为 61,…, ew 是 正 交 的 ， Ri RRA jakit: 


(v 一 U0, €k) = (u, ek) 一 Qk (ee, Ek) 
= (v,€4)-~ ae FW lell =1 
=0 因为 aR = (v, ek} 


所 以 4 一 vo 与 每 个 ek 正 交 ， 从 而 也 与 Ww 中 的 每 个 矢量 正 交 ,证 上 毕 ， 
例 0.22 
令 全 是 由 总 (一 7,7T|) 中 的 cosT 和 sinz 张 成 的 。 如 例 0.17， 通 数 


COs 了 sing 
el = —= 6&2 二 一 一 
Va 


fa , 
KE (aa) PEER, fAVELORBH FARE, 
fo = (Frerder + (J, ener 


HÆ, f(x) cos(z) = zcos(Z] 是 奇 对 称 的 ， 所 以 (六 el) = = Je J", F(x) cos(x) dz 
二 0。 对 于 其 他 项 ， 


1 f* . 
(f,e2) = 3 J 0) dz 


=2vT [分 部 积分 ] 
At, fa) 二 在 Vo 上 的 投影 为 ; 


16 ik 5 ES ot par hak 


fa = (Feje = 2V7 SRE = asin(a) 
$10.23 
l, Oge<cl/2_. 
HAzAy Abde)=1, gz<1 和 W dh, OSES ime, a 


MOH YAMA Har RA BMA RM BM. RBS BAMA L7((0,1]) PER. 
Afire) =r, AA 


n= f zdr = 1/2 


而 且 


HARR f EV 中 的 正 交 投影 是 ; 

1/4, 0<z<1/2 
正 交 于 一 个 给 定子 空间 的 突 量 和 集合 有 一 个 特殊 的 名 宇 。 
定义 0.24 设 亿 是 内 积 空 间 V 的 子 空间 ，W 的 正 交 补 , HY. EV LM 
有 与 Ww 正 交 的 矢量 集合， 即 : 

Voi ={v eV; {vw =0, wE Vo} 

如 图 0.6 所 示 , V 中 的 每 个 矢量 可 看 做 是 W 中 一 个 矢量 与 VW 中 的 一 个 矢量 的 和 。 
来 自 该 Euclidean 空间 的 直觉 结 论 在 一 般 的 内 积 空 间 蛙 同 样 成 立 ， 这 就 是 下 面 的 定理 


所 表述 的 ; 





Hos V=heViiv=utu, RE v € Vo ue vy 


I EE EE r A a S r aA 
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定理 0.25 RY SARS V 的 有 限 维 子 空间 。 对 每 个 矢量 v CV. 可 以 惟一 
地 表示 为 ?= 名 十 和 ,这 里 ww EV, we Vos W: 
= 饭 旬 从 
证 明 设 v 属 于 VY ,并 令 wo 是 其 在 人 Ww 上 的 正 交 投影 Ou =v 一 如， 则 有 : 
v = vg + (v — vo) = vo + 91 
由 定理 0.20 HA US PHSTRBER. HR, RTF VY. 
例 0.26 
考虑 平面 侧 = (2r-yt+3z=0}, KEK 


l | fo e=- (21, - 
fe = Fa 44) 和 £2 一 AAE D} 


BRAVO HERR, Mee = (ryz) ER, KE 


ug = (v,€;)€) + (0, eo)}eo 


_ fx—4y~2z 2e+y~ 2 
=-{ 21 Ja n+( 6 Jen, 1} 





是 0 在 俐 中 的 正 交 投影 。 
K¥ ey = (2,-1,3)/VI4R-+ HAF RP HA kE. Mu 
v: = (oes)ey = EETEHI 9 1,9 


v= (z, y, z) 在 WW 上 的 正 交 投影 。 

本 节 的 定理 对 某 些 无 限 维 空间 也 成 立 ， 但 对 无 限 维 空间 的 详细 讨论 需要 用 到 实 
函数 论 的 深入 知识 ( 见 参 考 文献 [18] ) 2 了。 
0.5.3 Gram-Schmidt 正 交 化 方法 


定理 0.18 和 定理 0.21 指出 了 寻找 一 个 正 交 基 的 重要 性 。 没 有 正 变 基 ， 在 一 个 子 
空间 上 的 正 交 投影 的 计算 就 会 非常 困难 。 苦 正 交 基 没 有 准备 好 ， 那 么 Gram-Schmidt 
正 交 化 方法 正好 描述 了 如 何 由 一 个 给 定 的 子 空 间 构造 正 交 基 的 方法 。 


定理 0.27 设 亿 是 内 积 空间 WV 的 入 维 子 空间 , So, j=l o, NE Vvk 


D 此 处 按照 中 文 数 学 习惯 用 庄 铸 了 调整 一 - 译 者 注 . 


Tr i ee O se 





EHP AE ee ee T 
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个 基 。 那么 存在 一 个 正 交 基 {e1,…, ew}€ 而 ， 其 中 纪 是 证 ，，… 几 的 线性 组 合 。 


证 明 首先 定义 ei = v/ll 显然 ， 61 具 有 单位 长 度 。 令 wo 是 2 在 由 e1 张 成 
的 线 上 的 正 交 投影 。 由 定理 0.21 有 : 


va = (Ua, €1)€1 
图 0.7 示 出 了 出 WwW Bee CE, KB hese: 
Ey =v- w (ARE Br ) 
= vg — (02, €1}€1 
而 且 
(Eo, e1} = {ta — (va epen ep = wae) — (va, aene = 0 
这 再 次 证 实 了 我 们 由 图 0.7 得 到 的 直观 结论 。 
注意 ，EE2 不 能 等 于 0， 否则 wz 与 6 将 线性 相关 。 为 得 到 一 个 单位 长 度 的 矢量 ， 
Xe. = Ez |El: 6&1 与 名 彼此 正 交 , MAW ee OR, UKM En Mee 
的 线性 组 合 。 





图 0.7 Gram-Schmidt 正 变 化 方法 


GN > 2， 继 续 此 过 程 。 考 虑 3 在 由 el1 和 e2 张 成 的 空间 上 的 正 交 投 影 ; 
正 变 投影 = vo = (vg, €1)€1 + (V3, e2)e2 


然后 令 
Es = Vg — Vg = U5 — ((t3, eite + (ug, e2)e2) 
ea = Es/l|Esl| 


由 前 面 所 示 ( 如 对 Ea ) 的 证 明 过 程 可 见 ，s 与 6&1 和 e2 正 交 。 那么 ，{e1, e2 es} 就 是 
Ht U2, 3 张 成 的 空间 的 正 交 基 。 至 此 ， 正 交 化 过 程 清楚 无 误 了 。 
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06 线性 算 子 及 其 伴随 算 子 


0.6.1 线性 算 子 
首先 回顾 一 下 线性 映射 的 定义 。 


定义 0.28 矢量 空间 Y 与 矢量 空间 WW 的 线性 算 子 (映射 ) 是 一 个 函数 
T:V=W, ERE: 


T(av + Sw) = aT (v) + Tlw), 其 中 v, weV a fgeCc 
WAV 入 是 有 限 维 的 ,那么 全 常常 用 给 定 一 组 基 下 的 矩阵 来 表示 ， 今 
它 


{o On} E V 的 基 ， [u Wm} EW 的 基 。 对 每 个 1 <j gn, Tu; € W, 
BEE wi, Wm FER: 


T(v;) = > Aij Ws 
i=l (0.5) 


这 里 Gy 是 复数 。 对 于 任意 矢量 ? = Vcr, EV (zj €C), Te) ATL 
公式 来 计算 ; 


rw=7 = Sate =Y Peys a (05) 8 
j=l j=l 


i=l j=l 


Ta 
= 》 Citt; 
i=] 


由 的 系数 是 < = Ey 0ij7)， 它 在 下 面 的 矩阵 积 中 由 第 TAE: 


Hl In Tl] 
üml mr Tn 


RH, BRE o E 六 如 何 被 映射 到 全 的 基 矢 量 u RE TE (ay) A 
(0.5) 式 ]。 同时， 该 短 阵 确定 一 任意 矢量 v 如 何 映射 到 WW 。 
换 句 话说 ,一 个 线性 算 子 工 : VV > W 被 称 为 是 有 界 的 ， 如 果 它 把 Y 中 的 单位 
RRR AW 中 的 一 个 有 界 系 。 这 意味 着 存在 一 个 数 0 < M < co， 满足 ; 
{Te; ve VA lel 1} ec {wee W; fel] <M} 


此 时 ， 了 的 范 数 被 定义 为 最 小 的 M 。 在 有 限 维 内 积 空间 的 所 有 线性 映射 都 是 有 界 的 。 
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例如 ， 从 任何 一 个 内 积 空间 到 它 的 任意 一 个 子 空间 { 有 限 维 或 无 限 维 ) 的 正 交 投影 
映射 是 -个 有 界线 性 算 子 ， 


0.6.2 ”伴随 算 子 


AVAW 是 内 积 空 间 ， 那 么 有 时 需要 通过 把 算 子 了 转移 到 内 积 的 另 一 边 来 计 
@iT(v).wiw 。 换 名 话说， 我 们 想 写 为 ， 
(T(v), ww = (v, T*{w)}v 
XH, TW 一 VW。 我 们 下 面 把 这 样 的 一 个 映射 的 定义 正规 化 。 
定义 0.29 车 个 :VV 一 低 是 两 个 内 积 空间 之 间 的 线性 算 子 ,那么 的 伴随 算 子 
EREET T: Wv, CRETO) uw = (v7T*(w))y。 在 两 个 内 积 空间 的 每 
个 有 界线 性 算 子 都 有 伴随 算 子 。 下 面 是 两 个 线性 算 子 的 伴随 算 子 的 例子 。 





例 0.30 


SV sO AW = Cm 具 有 标准 内 积 。 设 了 了: Cn 一 Cm 是 一 个 线性 算 子 ， 关 于 
标准 基 e= (0,:…,1.….,0) 【第 了 个 分 量 是 1 )， 其 矩阵 ai EC 。 
Fi X = (gi) EC", Y= yam ecm, WA 


(T(X),Y) = 》 aye 


d=1 j=l 


Has, = iy (HRSG), TEX, T*(Y)) BT (YRS MES, Gadi. 
RETA MERRE TERREA, 


例 0.3] 
HIRAM ace DEMARA, ST: L(a b) La, |) RRA: 


Ty ORF 


Eo |] 
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b b o n 
A= f stoma = | HEE = a 


下 面 的 定理 计算 两 个 算 子 的 复合 的 伴随 算 子 。 
定理 0.32 7: V =- WAD: W 一 上 是 两 个 内 积 空 间 之 间 的 有 界线 性 算 
F. MA, Gon =T oT, 
证 明 对 于 矢量 ve WV，wu Ee UU， 有 : 
(To(Ti(v)), u) = (Ti(w), BD) = w, TH (Tz (u))} 
HA, HREM ZA: 
(T2(T,(v)),u) = (w, (Tg 9 Ti w) (0.6) 
因此 
好 (= (w, Ti (T3 (u))) 
对 所 有 的 v eV 都 成 立 , 由 习题 17, 两 矢量 wo, we WV 若 对 于 TY 空间 的 任意 一 个 矢量 
4 Ee VÆRA (v, uo) = (v,u,), BAuo = ur Ae, 由 (06) 式 得 出 ， 
(Tz 0 T,)*u = Th (Tz (u)} 
证 毕 。 
在 下 面 的 定理 中 ， 我 们 将 计算 正 交 投影 算 子 的 伴随 算 子 。 
定理 0.33 设 亿 是 内 积 空间 六 的 子 空间 r: V > 而 是 一 个 映射 , Cie eV 
TEE Vo .那么 "的 伴随 算 子 是 映射 ，: Vo 一 六 ,这 里 如 果 ww e Vo, Melva) = vo, 
它 在 这 里 被 当做 下 中 的 一 个 元 素 。 


MERA 由 定理 0 站，Y 空 间 的 每 个 矢量 可 以 写 为 0 = 如 十 四， 这 里 加 € YAY 
AVEX, PER r(t) = w。 因 此 ， 对 于 wo c WÉ: 


{a(v), uova 一 (vn, tovg 


此 时 ， 子 空间 区 从 了 中 继承 了 其 内 积 。 这 样 就 有 : 


(1(v),Uo}ve = (vo, Uo) 因为 ao € V 
= {vw +v, toy Bou eV 
= (v, upy 
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所 以 
(x(u), Uo), = (aoiy 
此 外 ， 由 伴随 算 子 的 定义 
(xv), uo = (v, x (uo))y 
通过 比较 (7(v), wow 的 这 两 个 表达 式 得 到 ， 对 v EV 有 : 
(u,uo)v = (t, 7" (Wo) ry 


由 习题 1?， 得 到 m*(wo) = wo， 正 如 本 定理 所 述 。 


0.7 最 小 二 乘 和 线性 预测 编码 


本 节 我 们 将 运用 一 些 关于 线性 代数 和 内 积 空间 中 的 基本 原理 ,来 分 析 最 小 二 胖 
算法 。 作 为 引言 ， 首 先 描述 给 定 一 批 数据 后 如 何 寻 找 它 的 最 佳 拟 合 线 。 然 握 基 于 最 
小 二 乘 算法 给 出 大 概 轧 路。 作为 最 小 二 乘 的 进一步 应 用 ， 给 出 了 基于 线性 顶 测 编码 
的 思想 ， 它 是 一 种 数据 压缩 算法 。 在 下 一 章 中 ， 我 们 利用 最 小 二 乘法 给 出 了 一 个 通 
过 三 角 多 项 式 来 近似 信号 (或 函数 ) 的 算法 。 


0.7.1 数据 的 最 佳 拟 合 线 


考虑 如 下 问题 。 WARES oA yi, i= LenN, 而 且 ， Hi 关 js Wa; # Tje 
我 们 希望 找到 一 个 直线 方程 y = ?mz +b， 来 最 佳 地 拟 合 所 有 给 定 的 数据 。 图 08 给 出 了 
4 个 数据 点 ( 用 小 圆 图 表示 ) 的 一 个 例子 ， 同 时 也 给 出 了 最 近似 于 通过 这 四 个 点 的 直线 。 














图 08 最 小 二 乘 近似 
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这 里 的 近似 表示 误差 ( 数据 和 这 条 线 之 间 ) 的 平方 和 ， 与 采用 任何 其 他 的 直线 
时 相 比 , 相应 的 误差 都 要 小 。 设 要 找 的 这 条 线 是 y = mI tb, 图 0.9 示 出 了 这 条 直线 
在 x = cRNA AGE (22, ys) ZI REE lvi (meth), 

因此 ， 要 寻找 mm 和 4b 使 得 下 式 最 小 : 


E= E (ma; + b)? 


yı 


y 
刀 的 值 可 以 被 看 做 是 RN 空间 中 矢量 了 =| ， | 与 矢量 maX + 名 的 距离 ， 这 里 : 








图 0.9 在 AREE- (me tb) ( 虚线 的 长 度 ) 


Ti 1 
T2 1 

X=) .|.v=|. (0.7) 
TN 1 


隧 着 mw 和 5 在 实数 范围 内 变化 ， 表 达 式 mX 十 bU 扫 过 一 个 二 维 平 面 好 。 这 样 我 们 这 
个 最 小 二 乘 问题 可 以 有 如 下 的 几何 解释 ; EM ERPS P= mX +U, 使 得 它 最 
BEEFY (WA 010) 
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图 0.10 PETEM 上 最 接近 于 了 的 点 


点 忆 一 定 是 Y 在 村 上 的 正 交 投影 。 尤 其 是 Y -P-ERBFM, AMER 
量 X 和 UU 生 成 的 ，Y 一 也 必定 与 六 和 UV 正 交 。 因 此 ， 要 寻找 点 P= mX 十 bU， 使 得 
它 满足 下 面 的 两 个 方程 ; 

0 = (Y ~ P), X) = (Y — (mX + bU), X) 
0 = (Y — P}, U} = {((Y — (mX + dU)),U) 
或 者 
(X,Y) = m(X,X) + MX, 0} 
(UY) = m(X,U) + UU) 


这 些 方程 可 以 写成 矩阵 形式 ; 


Yi xz1 1 
Ty ott: IN 。 _f tics TN . . m 
Gaiei zas 1G) 
YN rw 1 
注意 ，z; 和 类 是 已 知 的 数据 点 。 通 过 求 出 前 述 线性 系统 的 未 知 参数 矶 和 5， 从 而 得 到 


这 个 最 小 二 乘 问题 的 解 。 以 上 讨论 可 归纳 为 以 下 定理 。 


定理 0.34 WX = {#1,22, ve ‘TN} AY = {P1 ye, Å. UN ERIRE, E 
RHE y = mz + 上 在 最 小 平方 意义 上 对 所 有 的 数据 (cyh o (ew, ya) REE 
近 可 以 通过 求解 下 面 的 线性 方程 来 得 到 : 

ZY = Z°Z (7) 
MT mAb, XH: 
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MRC: SAMA, MARR AEM F m Mb A FRE: 


_WX)-Ney 83, 动 -2 


Oy Ox 

这 里 me = (a; - EY, F= (La) /N, P= (9)/ 

证 明 fm MORITA BI ( 见习 题 24) 只 要 证 明 27 7 是 满 秩 的 〔 即 可 
W), ALA m 和 5 的 解 的 性 一 性 就 得 证 ， 为 此 ， 假 定 =; 不 是 完全 相同 的 ， 那 么 矢量 于 
和 芯 是 线性 独立 的 ， 所 以 手 阵 中 的 秩 是 2。 此外， 对 任何 矢量 了 E RPA: 

(ZT2W V} = (ZV ,2)VY ( 见 例 030) 
= |{Z)V/? 
20 


Fe Z Fel KER GIE 2)". (Z)V—0 SERY v. Ath, (Z7Z)V,V) > 0 
对 所 有 的 非 零 VV 成 立 ， 这 意味 着 Z7Z 是 正定 的 。 Hb, 矩阵 27Z 是 对 称 阵 ， 因 为 
EMRE (2 了 2Z)7 和 它 本 身 相等 。 根据 线性 代数 的 基本 定理 ,这 个 正定 对 称 矩阵 一 定 
FAR. MLL, PH 


(272) (T) =z) 
对 于 mm 和 5 有 人 惟一 和 解 - 
0.7.2 通用 最 小 二 乘 算法 


ZH -个 N x g 算 阵 (可 能 有 复数 部 分 ), 令 Y 是 RN( 或 C) 空 间 的 一 个 矢量 。 
线性 代数 就 是 要 研究 方程 ZVY = 了， 详细 地 写 员 就是; 


> NC) a 
EN] ae ZNg Vg UN 


ME N>g, 那么 方程 ZV = 了 对 于 We Cs 通常 没有 惟一 解 ， 因为 方程 的 个 数 (N) 比 
未 知 数 的 个 数 (v Ug) 多。 如果 没有 惟 -- 解 ， 那 么 最 小 二 乘 问题 就 变 为 寻求 次 优 


中 此 处 最 好 称 为 满 区 阵 一 一 译 者 注 。 
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解 : 找 一 个 矢量 Ve Ce ,从 而 ZV 尽 可 能 地 明 近 于 Y . 
在 为 一 组 数据 点 (sayi) i = 1,…, 入 寻找 最 佳 拟 合 线 的 问题 中 ， 和 矩阵 3 为 ; 


vy 1 
Z=| : | (0.8) 
rn 1 


RABYAVE: 


EAT, SERR ZV 为 ; 


Zz, 1 mrı +% 
= (t= » | mx +0 
ZN 1 min +b 


ELEY X AU FE (0.7) 中 给 出 的 矢量 。 这 样 ， 寻 找 失 量 了 = (m, b) H ZV 最 逼近 于 
工 ， 等 效 于 寻找 数据 (Ti, 3), 1 = 1，…, 玉 的 最 佳 拟 合 线 的 作 率 和 截 号 ， 如 上 节 所 述 。 
最 小 二 乘 的 通用 算法 在 下 面 的 定理 中 给 出 。 


定理 0.35 设 2 是 一 个 N x g 和 矩阵 (可 能 有 复数 部 分 )， 有 最 大 秩 且 六 2 q > 
Y 是 及 或 CX 空间 的 一 个 矢量 , 则 有 一 个 惟一 的 矢量 VY <s Co 使 得 ZV 最 通 近 于 Y。 
并 且 矢 量 丫 是 于 列 矩阵 方程 的 惟一 和解， 
ZV =22V 
MR ZTE, ALA ATT EY 
ZTY = 2T72V 
注意 , 在 最 佳 拟 合 线 问题 中 的 矩阵 8 [在 (0.8 ) 式 中 ] 与 方程 27Y = ZZV 中 的 
Z (在 定理 0.34 中 ) 是 一 样 的 。 
证 明 这 个 定理 的 证 明 与 构造 最 佳 拟 合 线 时 给 出 的 证 明 相似 , 令 271,… ,24 BE 
阵 2 的 列 矢 量 ， 那 么 ZV =2)+--+m2, 是 由 21,… ,2 生成 的 子 空间 
McC* AHA. 我 们 希望 找到 最 接近 于 了 的 点 ZV。 如 图 0.11 所 示 , Y- ZV 必定 
正 交 于 好， 或 者 等 同 于 ，Y - ZV 必定 与 生成 MM 的 21,…, 2 ES. Bl: 
{Y - ZV, Z} =0 1<i<g 
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Kon YY 一 2V 必 须 与 4 = span{21,…,20} 正 交 


这 些 方程 可 简写 为 ， 


Z*(Y -ZV)=0 
因为 这 个 (RE) 方程 的 第 i 个 部 分 是 一 ZV 和 2 的 内 积 。 重 新 整理 该 方程 得 
Z*Y =Z°2V 
矩阵 2*2 的 维 数 是 9 x 9， 通 过 与 定理 0.34 中 同样 的 证 明 过 程 ， 得 出 该 矩阵 是 
满 秩 的 (用 2 有 最 大 秩 这 个 事实 ) Alt, 方程 


BY = Z*ZV 
有 惟一 解 了 e C" 。 证 毕 ， 


例 0.36 


RA -BMBAL(tY), C= 1, ， 其 表现 形式 是 二 次 型 而 不 是 线性 模 
式 。 那 么 可 以 得 到 最 佳 的 二 次 通 近 形 式 = aT? 十 妈 十 Cc。 此 时 ， 就 是 要 寻求 
(a, b, e) REE Rd. 
N 
E= 5y ly. — (ax? + br; +o)? 
4 一 ] 


把 下 面 几 个 式 子 伐 入 定理 0.35， 
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HERDS, RARD RRAV = (abh oE TZV = ZY HR, J 
题 28 要 求 读者 用 习题 中 特定 的 数据 来 解决 这 个 问题 。 


0.7.3 线性 预测 编码 


下面， 我 们 把 最 小 二 乘 分 析 过 程 用 于 如 和 何 有 效 地 传输 信号 的 问题 中 .如 前 所 述 ， 
计算 机 每 秒 能 处 理 百 万 甚至 百 亿 条 指令 。 然 而 ， 如 果 输 出 的 信号 要 从 一 个 地 方 传输 
到 另 一 个 地 方 【 例 如 ,从 Web 上 下 载 一 幅 图 片 ), 信号 常常 要 通过 电话 线 或 者 一 些 其 
他 媒质 来 传送 ， 这 些 媒质 每 秒 钟 仅 仅 能 传输 数 千 比特 【用 电话 线 时 ， 这 个 速率 当前 
是 每 秒 60 TER) 因此， 我 们 可 通过 一 些 编码 算法 ( 数据 压缩 )， 仅 仅 传输 那些 信 
号 的 必要 部 分 ， 而 不 传输 信号 包含 的 所 有 数据 。 

假设 要 传输 一 信和 号， 经 过 某 一 离散 化 过 程 后 ， 可 以 看 成 是 一 -长 申 数字 (0 或 1): 





TiTa, La: 


为 简单 起 见 ， 假 没 3i 是 实 的 。 信 号 的 某 些 模 式 常常 被 重复 (TA h WEEE 
完美 的 ,例如 1,1,0, 1,1,0, 1,1,0 等 ， 那么 就 没有 必要 发 送 所 有 的 数字 。 仅 仅 需 要 传输 
1,1,0 这 个 模式 和 该 模式 重复 的 次 数 。 然 而 ,通常 没有 一 个 模式 是 完全 重复 的 ， 但 是 
可 能 有 一 些 模式 是 几乎 重复 的 。 例如 心脏 的 跳动 节奏 几乎 就 是 如 此 ， 但 不 是 精确 的 
重复 (车 这 是 一 个 健康 的 心脏 )。 如 果 有 一 些 模式 是 基本 上 重复 的 ， 那么 下 面 的 线性 
预测 编码 将 得 到 显著 的 数据 压缩 效果 。 


主要 思想 . 线性 预测 编码 的 基本 想法 是 把 数据 分 成 长 度 为 N 的 多 个 块 ,这 里 入 是 
一 个 大 的 数 。 


{21 ZN {ZN41 Lan}, {aw+1 Pan } 
先 看 第 -个 数据 块 T1,……., IN。 选择 一 个 数 P， 它 应 当 比 NN 小 。 若 Pp 选择 得 比较 接近 


于 数据 块 中 重复 模式 数字 的 个 数 , 那么 线性 预测 编码 方案 将 能 够 得 到 最 好 的 结果 ( 最 
佳 的 压缩 ) 下 一 步 ， 设法 寻找 al, tz,… ,ap， 在 最 小 平方 意义 上 使 得 下 式 最 小 : 


P 
e(n) = In — Ý akTn-k ptlsnegNn (0.9) 
k=1 


一 县 做 到 这 一 点 ( 细节 后 面 讨论 ), 那么 紧 接 着 的 做 法 就 是 传输 Y1,…… .zp 和 a1,……, dp, 
当 员 = 2 十 1 时 ， 采 用 下 面 的 方案 ， 而 不 是 直接 传输 rp+i zzr2，…。 Help + YF 
某 个 特定 的 圈 值 ， 就 把 elp + 了 当做 0。 在 (0.9 ) 式 中 令 n 二 p 二 1 和 ep 十 1)=0, 我 
们 有 : 
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p 
Lp41 = > Oh2£p41—k = 12p + GaTp-1 + dTp-2 + -+- + fp] 
k=t 
因为 已 经 传送 了 数据 Zz1， vt ;Zp 和 01,: "ip, 而 且 接 收 端 可 根据 前 面 的 公式 重 构 zp+1， 
所 以 没有 必要 传输 zp+1。 如 果 ep 二 EMEA BAA, BARB Tp [ 或 等 
价 于 e(p +1), 
一 且 接 收 端 重 构 (或 接收 ) 了 p41, (O09) RPA BH pt+2, Felp | 2) tb 
规定 的 国 值 小 ,那么 不 需要 传输 zp+2， 接 收 端 能 够 通过 在 (0.9 ) 式 中 今 elp+ 引 = 
来 重 构 Xp+2: 


Tp+2 = 2 p41 十 :十 GpT32 


接收 机 可 通过 相似 的 方式 ， 重 构 信号 的 其 余部 分 Tp+ts,…… ,ZN。 

我 们 希望 的 是 ， 若 已 经 选择 为 使 得 {elp+1),…… ,el 入)} 在 最 小 平方 意义 上 最 
小 , 那么 大 部 分 |e(m)| 小 于 指定 立 值 ， 所 以 大 部 分 zn 可 以 在 接收 端 重 构 , 实际 上 并 不 
需要 传输 。 那么 结果 就 是 ,不 需要 传输 入 组 数据 ( 即 Zz1,… ,zw ), 仅仅 需要 传输 Op 
组 数据 (Mri ,Zp 和 01,……,Qp ) 和 那些 |e(m)| 比 指定 阅 值 大 的 那些 x 的 值 ( 希望 
很 少 )。 因为 加 通常 比 入 小 许多 ， 所 以 可 以 得 到 显著 的 数据 不 缩 效果 。 数 据 的 其 他 
块 也 可 以 按 类 似 的 方式 处 理 ， 只 不 过 ? 值 可 能 会 不 同 。 


踢 小 二 乘 的 目的 。 为 了 找到 系数 el, …,ap， 我 们 利用 定理 0.35。 把 方程 (0.9 ) 
对 于 n 三 清二 1 ,六 写成 矩阵 形式 : 


E=Y-ZV 


我 们 希望 选择 = (a, 0p)" 使 得 [LE 尽 可 能 小 , 或 者 换 名 话说, 使 得 2V 尽 可 能 
地 接近 于 丫 。 从 定理 0.35 TA, V= (a1,…,ap)? 可 以 道 过 解 下 列 ( 实 的 ) 矩阵 广 


30 小 波 与 傅 里 叶 分 析 基础 


程 得 到 : 
ZY =Z27° ZV 
详细 地 写 该 方程 后 ， 该 方程 变 为 : 


{Zp Y) ‘2. : : al 
: = : Zp .a f (0.10) 
(ZY) oo ZT : : ap 


RE, UZ, +, ZRET ZRA (逆序 ) 在 如 两 边 的 水 平 点 表示 这 些 项 是 行 
矢量 。 同 样 ， 在 2Z; 上 下 的 重 直 点 表示 这 些 项 是 列 矢量 : 

方程 (0.10 ) 是 一 个 关于 Q1,…, Gp 的 了 xb 的 系统 方程 用 2 矢量 ( 也 就 是 原始 
信号 点 z ) 通过 高 斯 消去 ， 可 以 求解 。 


线性 预测 编码 小 结 
线性 预测 编码 包括 如 下 过 程 ; 
1. 发 送 端 把 数据 分 割 成 块 


{T1311, tn}, {TN fon}, {E2041 e San per 


DENS MAA ERIE Ae r ERRETA] 个 重复 
模式 块 的 长 度 。 
2， 对 于 1 < i < p ， 形 成 矢量 : 


Ts 
Zi = : 
TN+i—p—1 


3. 发 送 端 用 系数 91,: ' "ap 求解 系统 方程 (0.10 ) SRR RIEL, . Gap 和 了 IT "Tpo 
4. 接收 端 利用 下 面 的 公式 对 Spi, ty { 按 此 顺序 ) 进行 重 构 ， 
对 于 最 小 平方 误差 e(n) 比 某 个 指定 疾 值 要 小 的 那些 £n, 


In = On 1 十 十 GZn pp (ptign<N) 
wem) 比 这 个 浆 值 值 大 ,那么 发 送 端 就 需要 发 送 zn 。 


当然 ， 发 送 端 为 了 解 前 面 的 方程 从 而 求 得 41,…, ap， 接 收 端 为 了 重 构 tn, AK 
量 工 作 要 做 。 有 人 可 能 有 疑问 ， 是 否 这 个 工作 量 比 传输 所 有 2; 的 工作 量 还 要 大 。 但 
是 不 要 忘记 : 求解 中 种 重 构 zn 的 工作 是 在 发 送 端 和 接收 端 利 用 每 秒 可 执行 百 万 次 或 
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百 亿 次 运算 的 计算 机 来 做 的 ， 而 传输 线 每 秒 仅仅 能 传输 数 干 比特 的 数据 。 所 以 我 们 
的 目的 是 最 大 可 能 地 转移 困难 ， 从 相对 较 提 的 传输 数据 过 程 转移 到 位 于 发 送 端 或 接 
收 端 的 执行 速度 飞快 的 计算 机 的 处 理 过 程 上 。 


0.8 习题 


L, 


~ 


对 于 Z = (Z, Zn) W 二 (Wi Wal © C*， 验 证 函数 


th 
(Z,W) = 9 23W; 
j=l 


定义 了 一 个 C* 上 的 内 积 ( 即 满足 定义 01)。 


.验证 例 0.2 和 例 0.3 中 所 定义 的 函数 {,) 是 一 个 内 积 ， 
， 对 于 六 = (a1, mH) AW = (w, w) E€ C°, EAV, WAF: 


wow) =m (3 7) (2) 


试 证 明 ， 对 于 所 有 满足 由 + 2m = 0 HRE V = (1,0), AVY) =90. LB 
BERT -个 内 积 吗 ? 


.证 明 产 [@, 避 内 积 满足 下列 性 质 ; 


(1) ARERR (o) = 5, 育 )、 齐 次 的 和 双 线 性 的 《 如 定义 0.1 
中 所 列 出 的 性 质 ) 

(2) HERR 成 内 积 在 定义 于 [a, 趾 内 的 连续 函数 空间 上 满足 正 性 ， 根 据 下面 的 步 又 
进行 证 明 ， 

。 首 先 要 证 明 的 是 ,车 户 |f()P a = 0， 则 对 于 所 有 的 < tb， 有 J 人 ) = 0。 

© 用 反 证 法 ,假设 |f{to)i > 0， 利用 连 续 的 定义 证 明 ， 在 区 局 [和 0 一 5 志 十 全 上 有 

HG > I/(to)l/2, 
+ 然后 证 明 


f ropas LEM pa >o 





与 假设 SO dt = 0 矛盾 。 


， TEAR zy) = mo tate EP LMT AR, 


1 对 n> oO, 今 ， 


32 sk AL a a 
| 
] 


_ jl, O<t<l/n 
fil) = i se 
证 明 在 52j0, EE fa 一 0, 证 明 在 0] 上访 不 是 一 致 收敛 于 0 的 。 
7. 3n>0, +: 


2 
w=" Daten 


证 明 在 57[0,1] 上 有 f。 一 0, 但 是 随 oo, A fa(0) 一 oo。 

8， 对 于 无 穷 区 间 ， 如 ,co) ， 定 理 0.10 EARS? 

9. 计算 由 矢量 (1,-2,1) 张 成 的 局 空 间 的 正 交 补 。 

10. AHO<t<1, ESA = 1。 证 明 在 14710,1] 中 f 的 正 交 补 是 均值 为 0 的 所 有 函数 
集合 。 

11. 车 可 微 函数 了 与 在 L2[0,7] 上 的 cos( 间 正 交 , HERA f’ -EL O, r) LA sint) iE, 
提示 ， 利 用 分 部 积分 。 . 

12. 利用 Gram-Schmidt 正 交 化 方法 ， 求 由 1,x, 7x?, 张 成 的 L520,1] 子 空间 的 标准 正 
交 基 。 

13. R cos z 在 用 1,z,z2,z3 张 成 的 [0 空间 上 的 投影 。 

14. 求 函数 (r) = zx? 在 由 

sin(jz) cos(jr) . E 
ee s} 

张 成 的 空间 Va C Lr or] EA [x,7] 正 交 投影 ， 其 中 n= 1。 当 n= 二 2 和 
n 二 3 时 重复 以 上 问题 。 利 用 符号 计算 语言 面 出 f 和 这 些 投 影 的 图 像 。 对 
g(a) = 中 重 做 以 上 问题 。 

15. 求 函数 (x2) = 2 在 由 区 zz)W(2zJw(2z - 1) € 2[0,1] 张 成 的 空间 上 的 投影 ， 
Ep, 


-1, 1/2<2<1 


0， 其 他 0， 其 他 


1 S 
TE drel sa 


16. $ D = {zDD € Ro +° <1}, E 
14D) = (JD, fh tna <oo}, 
定义 L2(D) 上 的 内 积 为 





ROX 内 积 空间 33 


(fay f T T(z yale, y) dz dy 


Spale y) = (w+ iy), n = 0,1,2, 证明 这 个 函数 集合 在 2{D) 上 是 正 交 
AY, FPR onl, Sean: 用 极 坐 标 。 

17. 对 内 积 空间 7 中 的 任意 矢量 ， 若 存在 矢量 血 和 外 满足 fo 由 = (u,v) , TEAR 
to =i, 提示 : 令 m = utis 

18. ILA An xn ASEM, WEHA PASO: 
(a) 4 的 各 行 形成 C* 的 一 组 标准 正 交 基 . 
(b) 44+ = 了 (单位 矩阵 ). 
(c) HHAH zec, 有 ||Az| = lel 

19. R K (zy) E- SRR. AP RXREN-TAREMHE, EM 
T: IHR) 一 RH: 


T(f\(2) = for f(y)K (au) dy 


证 明 T* ole = fer KÍ (y, Kly, x}g( y)dy. TERHERE (AG, = An Aei. 

20. 设 4:T 一 AMA N NEREA WEH Ker(A*) = (Range AV, 
HERE: Korft#e&, Ker(A*) St W PRERLA RET O 的 所 有 矢量 集合 ". 

21. 证 明示 而 的 定理 { Fredholm 选 择 定理 ); BA: V 一 你 旺 两 个 内 积 空间 之 阿 的 
RER, SLEW PEAR, IWE: 

。 存在 ze V, He Ar—b. 或 者 
* 存在 we WW MEA'w =08 (bww £0, 

22. 假设 三 为 内 积 空间 在 的 有 限 维 子 空间 , 证 明 Vv = (V: 提示: 包 合 关 系 c 
很 容易 证 明 。 对 于 关系 >, 对 任意 的 刀 < (Vi, 然后 由 定理 0.25 可 以 将 也 分 
BEA Vo 和 史上 的 两 个 分 量 ， 最 后 证 明 属于 询 | 的 分 量 等 于 0。 

23. 证 明 一 组 标准 正 交 矢量 是 线性 独立 的 . 

24, 验证 定理 0.34 中 所 给 出 的 m 和 4 的 公式 ， 

25. 证 明定 理 0.35 中 的 惟一 性 部 分 。 提 示 : 参见 定理 0.34 中 惟一 性 部 分 的 证 明 。 

26. 根据 以 下 的 步 统 ， 给 出 定理 0.34 的 另 一 种 证 明 ( 利用 微 积分 学 的 知识 ): 

Ca) 证 明 最 小 “ 乘 问题 等 价 于 寻找 使 下 面 误差 最 小 的 mm 和 刘 : 
N 


Elm,b) = > [mz +b- yil? 


t=1 











D Range 表示 值 域 一 一 译 者 注 。 
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(b) 申 微 积分 学 的 知识 ,证 明 最 小 值 满足 下 式 ， 
3E an _ 
dm æ 
(c) 解 上 面 两 个 方程 ， 求 得 mw 和 5。 
27. 求 下 列 数 据 的 最 佳 的 最 小 二 乘 拟 售 直 线 ， 
.0 1 3 4 
y,0 8 8 20 


28. 仍然 利用 上 题 中 的 数据 ,， 求 其 最 佳 的 最 小 二 乘 拟 合 抛物 线 。 

29. 本 题 最 好 利用 MATLAB 来 做 ,目的 是 利用 线性 预测 编码 对 数字 捉 进行 压缩 。 选 定 
X 二 (ZX;,… EN) ,其 中 的 zj 是 周期 为 p ,长 为 N 的 序列 AM, z; = sin(jr/3)， 
xis N =b REA p= 6 的 周期 序列 。 对 其 进行 线性 预测 编码 ， 计 算 
41,'…, ARE E =Y- ZV. 如 果 计 算是 正确 的 ， 则 这 个 余 差 理论 上 应 该 为 0 
( 尽管 利用 计算 机 来 求解 会 引入 小 的 会 人 误差 ) 下面 用 一 -个 小 的 随机 序列 对 无 
进行 加 拢 [在 MaTLAB 中 ， 可 通过 把 外 如 上 rand(1,60) 来 实现 ]， 对 得 到 的 新 序列 
再 次 进行 线性 预测 编 公 ,观察 余 莽 巨 中 有 多 少 项 是 不 显著 的 ( 即 小 于 0.1 )。 自 己 
构造 一 个 于 序列 ， 按 上 述 步 又 再 做 一 遍 : 
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CARP, 我们 将 考察 定义 在 -~ sr STERBA ORZ ARMER., A 
函数 展开 是 形 如 


ag 十 So ak cos(kz) + bp sin(kz) (1.1) 
k 


的 和 式 , 这 里 的 和 可 以 是 有 限 和 或 无 限 和 .我 们 为 什么 会 关心 以 这 种 方式 来 表示 其 
个 函数 呢 ? 正如 后 面 的 章节 所 述 ,答案 将 随 着 我 们 所 关注 的 应 用 领域 的 不 同 而 不 同 。 


1.1.1 历史 回顾 


三 角 函 数 展开 起 源 丁 18 世纪， 同 简 谐 振动 和 其 他 类 似 的 物理 现象 的 研究 有 关 。 
三 角 函 数 展开 成 为 关于 此 类 问题 通 能 的 争论 的 一 部 分 ， 但 那 时 还 没有 人 对 它 进行 过 
任何 系统 的 研究 。1808 年 ， 传 里 叶 完成 了 著名 的 热力 学 论文 集 的 第 一 版 ， 即 “ 热 的 
分 析 理 论 ”, 但 直到 1822 年 才 得 以 出 版 在 该 著作 中 , 传 里 叶 详细 地 研究 了 三 角 级 数 ， 
并 利用 三 角 级 数 解决 了 许多 热传导 问题 。 

情 里 叶 当 时 的 -工作 饱 受 争议 ， 部 分 原因 在 于 他 的 结论 并 无 确 兴 依据， 并 日 人 们 
还 认为 他 压 大 了 结论 的 适用 范围 ， 但 最 主要 的 原因 是 他 的 观点 对 于 当时 的 数学 家 来 
说 还 很 阴 生 。 例 如 ， 在 19 世纪 早期 ， 人 和 们 认为 函数 可 以 表示 为 包含 已 知 项 的 任意 形 
A, MAAR, RRS RS. CES Ae CMO, RIE 
个 规则 ， 该 规则 决定 了 将 某 个 集合 〔 称 为 定义 域 } RE MES (PA 
值 域 ) 中 的 数 ] 晚 些 时 候 才 出 现 。19 世纪 的 数学 家 们 试图 回答 下 面 的 问题 : 假设 平面 
上 有 一 条 则 线 ， 而 且 每 条 竹 直 线 与 该 曲线 最 多 只 有 一 个 交点 ， 那 么 描述 该 曲线 的 函 
PUR Mc RR. RAS i? 事实 上 ， 数 学 家 们 已 经 证 明了 ， 
形 如 (1.1} 式 所 示 的 三 角 阴 数 的 和 式 就 足以 表示 绝 大 多数 曲线 RRR, BAA 
数 和 其 他 形式 的 数学 表达 式 都 没有 必要 )、 我 们 将 在 定理 1.22 中 证 明 这 一 结果 。 

Riemann 积分 和 Lebesgue 积分 均 起 源 于 对 傅 里 叶 级 数 的 研究 傅 里 叶 级 数 (以 
及 相应 的 情 里 叶 变换 ) 的 应 用 涵盖 了 概率 与 统计 、 信 号 处 理 和 量子 力学 等 学 科 。 从 
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傅 里 叶 最 初 的 工作 至 今 ， 已 经 过 去 了 近 两 个 世纪 ， 以 他 的 名 字 命 各 的 傅 里 哮 级 数 在 
实践 和 理论 上 仍 很 重要 ， 仍 然 是 日 前 研究 的 主题 ， 如 需要 更 详细 的 历史 回 三 和 更 深 
人 的 参考 资料 ， 可 参阅 John J. Benedetto 的 著作 [1] 。 


1.1.2 信号 分 析 


有 许多 实际 的 需求 要 求 我 们 将 函数 展开 为 三 角 函 数 和 式 的 形式 , 若 f 台 为 一 信号 
(例如 ， 时 变 电 压 或 是 乐器 发 出 的 声音 )， 那 么 分 解 了 所 得 到 的 二 角 函 数 和 式 就 能 用 
来 描述 其 各 个 频率 分 量 。 这 里 ， 不 用 z 而 是 用 上 表示 独立 变量 ( 代表 时 间 ). 一 个 正 
缠 波 ， 例 如 sin(kt)， 它 的 周期 为 27/E， 频 率 为 k ( 即 在 区 间 0 ct < 条 内 振动 次 )。 
信号 

2sin(t) ~ 50 sin(3¢) + 10 sin(200¢) 


LS SR ae, US) SHES RK. 3 次 和 200 次 。 根据 系数 的 大 小 ， 振 动 
频率 为 3 的 分 量 要 比 其 他 的 占 优势 。 

信号 分 析 中 常见 的 工作 之 一 是 消除 高 频 品 声 。 其 中 的 一 种 方法 就 是 首先 将 函数 
表示 为 三 角 消 数 的 和 式 ; 


FD) = ao + Da cos( kt) + by sin( et) 
k 


然后 令 高 琐 系 数 ( 即 值 大 的 那些 Qk 和 5 ) 等 于 零 即 可 。 

信和 号 分 析 中 常见 的 工作 之 二 是 数据 压缩 ， 其 目标 是 以 传输 最 少数 据 的 方式 发 送 
信号 。 其 中 的 一 种 方法 是 首先 将 信号 用 三 角 函 数 展开 式 表示 , 然后 只 发 送 比 给 定 阐 
值 大 (绝对 值 ) 的 那些 系数 和， 较 小 的 系数 和 对 没有 实质 性 贡献 的 系数 可 以 会 
去 。 因 为 可 以 证 明 (A Riemann-Lebesgue 引 理 和 定理 1.21), 4k — ooft, AIbi 
收 伍 于 0， 所 以 不 会 出 现 无 限 多 个 系数 都 很 大 的 问题 ， 


1.1.3 iis? HH 


函数 展开 成 三 角 琐 数 的 和 式 形式 ， 还 起 源 于 对 仿 征 分 方程 的 研究 。 尽 管 偏 微分 
方程 不 是 本 书 关注 的 主题 ， 但 我 们 仍 要 提 到 一 个 简单 却 很 重要 的 例子 。 考 虑 热力 学 
TE: 
(z, t) = uselt, t) t>0,0<eae0r 
uz, 0) = f(z) O<zKgn 


u(0,t) =A ulm, t) =B 
KANER Rul, )RANTECH r HERE, CRUE APA, 其 初始 


Meatia Hien. ra ce) paz C: 





t HMak mienne e e U er 
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温度 (Blt = 0 时 ) 由 f(z) 给 出 ,而 端点 处 (Bfe = 0 和 z =) 的 温度 分 别 为 4 和 B 。 
我 们 将 计算 4 = OMB = 0 时 ， 该 微分 方程 的 解 。f 的 三 角 级 数 展开 对 于 求解 将 起 到 
至 关 重 要 的 作用 ， 
变量 分 离 。 利 用 变量 分 离 的 方法 解 该 热力 学 方程 。 该 方法 假设 解 的 形式 为 : 
ulz, t) = (rT) 
这 里 ， 了 伯 为 ! 之 0 的 函数 ，X(z) 为 rz 0 <x < 7 的 晴 数 。 将 v 的 这 一 表示 形式 代 人 
微分 方程 wu = Uar, FF: 
We) yr T(t) X"{z) 

XLT = X"(x)TO) 或 TO = Xz) 
等 式 堪 边 只 与 二 有关， 而 等 式 右 边 只 与 ?有 关 。 对 于 所 有 的 z 和 + 上， 只 有 党 两 个 函数 
都 为 常数 时 才 相等 ( 因为 > 和 + 是 独立 的 变量 )。 由 此 可 以 得 到 下 面 两 个 方程 ; 

T’(t) XK" (a) 











T(t} X (z) 
这 里 的 c 为 常数 。 由 方程 T' = eT, TETE) = Cet, CHEMHER. MOBA 
度 考虑 , 常数 c 必 须 为 负 值 [否则 当 t — oo 时 , (T(t) RIE ule, BFR) 。 
所 以 不 妨 把 c 表 示 为 c = -A <0, BRT = Cet, X 的 微分 方程 变 为 ; 
X") +A Xl) =0,0<r<7, X(0)=0, X(r) =0 
由 于 假设 温度 (x,t) = XTE = 0, x 时 等 于 0, 因此 边界 条 件 为 X(0) = 0 
= X(7) 。 上 述 徽 分 方程 的 解 为 : 
X(z) = acos(Ax) + bsin(Ar) 

边界 条 件 X(0) = 0 意味 着 常数 a 必须 为 0; 边界 条 件 0 = X(n) = bsin( dn) ARRA 
必须 为 一 整数 ， 记 为 。 注 意 ， 我 们 并 不 想 令 5 也 为 0， 这 是 因为 如 果 a 和 5 都 为 0， 
那么 图 数 革 以 及 温度 5 也 都 将 为 0 不 妨 设 圆 棍 的 初始 温度 fx) 为 0， 这 样 的 假设 是 
有 意义 的 ， 

到 此 ,已 经 证 明了 入 的 惟一 取 值 为 一 整数 上 ， 相 应 的 解 为 Xk{r) = Bsin(kz) 和 
Tit) = e**, 形 如 下 式 的 每 个 函数 

uy (t,t) = Xy(z)Tp(t) = bye" sin{ke) 

均 是 泳 热 力学 方程 满足 边界 条 件 w[0, 直 一 xf 起 = 0 的 一 个 解 。 惟 一 没有 满足 的 是 初 
Hættu, 0) = ftz)， 对 此 我 们 可 以 考 虚 uw 的 和 式 : 
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utd) = $ ur (x,t) (L2) 


= dhe t sin(kz) (1.3) 
令 u(z,t 二 站 二 了 (7)， 可 得 等 式 : 
= 》 br sin(kz) (1.4) 


(1.4) 式 称 为 的 傅 里 叶 正 弦 展 开 , 在 随后 的 章节 中 , 将 讨论 如 何 得 到 该 展开 式 ( Bl 
怎 伴 得 到 如 )。 一 旦 得 到 上 述 展 开 形式 ,就 可 以 将 传单 叶 系 数 (5B ANA (13 ) 式 中 ， 
从 而 得 到 热力 学 方程 的 完整 解 。 

因此 ， 研究 将 函数 展开 成 正 强 和 余弦 函数 的 形式 ， 不 论 从 历史 的 角度 ， 还 是 对 
于 解决 信号 分 析 和 偏 微分 方程 中 的 实际 问题 ， 都 是 非常 重要 的 。 


12 傅 里 时 级 数 的 计算 
1.2.1 @Kil—-7<r<ag7k 
在 本 节 中 ， 我 们 要 计算 傅 里 上 时 级 数 


f(z) = an 十 D ap cos(kx) + by sin(kz) 
k=1 


中 的 系数 ar 和 如。 为 此 ， 需 要 下 列 关 于 三 角 范 数 正 交 性 的 结论 。 
定理 1.1 下 列 积分 关系 式 成 立 ， 


] z 1 nok?! 

if cos{nz)cos(hr)dr=42 n=k=0 (15) 
Ki 0 ”其 他 

ist. ; 1 =kz2]1 

S sin(nz) sin(kr} dz = 人 其 他 (1.6) 


= 人 cos(nx) sin(ka) dr = 0 对 于 所 有 整数 (1.7) 


T 


该 定理 可 以 等 价 为 集合 
{ cos(2z) cos(z) 1 sin(z) sin(2) ， } 


(18) 
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BL (|—7,77]) LER, 
证 明 《1.5) 式 种 (1.6) 式 可 由 下 列 恒等式 得 到 ; 


cos{(n + k)x) = cos ng cos kg 一 Sin nx sin kz (19) 
cos({n — k)z) = cosnz cos kz + sin nz sin kr (1.10) 


将 上 述 两 个 恒等式 相 加 ， 然 后 积分 可 得 : 


f cos nT cos ka dr 一 > f {cos((n + k)a + cos((n — k)a)) dr 


上 式 右边 的 积分 值 容易 求 得 。 如 果 n Zk, WA: 


1 [sin(n + Kk)z 4 sin(n — kja 
2 n+k n—k 


T 


m 
J cos ng cos kT dx = 
一 开 





-T 


如 果 n =k 21, HBA: 
| ra= f (1/2}(1+ cos 2ng) dz = r 


Mn =k=0, 那么 (1.5) 式 简化 为 (1/7) 广 1dx = 2。 这 就 完成 了 对 (1.5) 式 的 
证 明 。 

FEC 1.9 ) 式 和 ( 1.10 } 式 相 减 ,然后 积分 可 得 ( 1.6 ) 式 ,由 于 > 0 时 , cos(nar) sin(kz) 
ATAR ( 见 引 理 1.7 )， 因 此 可 得 (1.7 ) 式 。 

下 面 利用 (1.5 ) 式 至 (1.7 ) 式 给 出 的 正 交 关系 式 计算 傅 里 时 系数 。 由 下 式 开始 : 


f(z) = ag+ >> ap cos(kz) + by sin(kxr) (ELL) 
k=] 


Figan, MASK AWA (cosna)/7, RRB: 
1/7 1 fers] 
z Í. Jlejosns dr = z [. (a + 2 a; cos{ka) + by sn) cos na dE 


由 (1.5 ) 式 至 (17 ) 式 可 知 ， 等 式 右边 只 有 ?2 = ke RM, Awa: 
L ” (aos na dz = an n21 


ZRH, CI ABW Resins, RGR AB. 


1 T 
一 f{c)sinnrdr =b, n21 
T 一 外 
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作为 特例 ， 需 要 计算 系数 a0， 只 要 对 (1.11 ) 式 两 边 进行 积 分 ， 就 可 得 到 : 


二 T f(z) dz = = T (a + yw cos(kx) + by sna) dz 


k=1 


因为 每 个 sin Meos 项 的 积分 都 等 于 0， 因 此 有 : 


以 上 的 讨论 本 总结 为 下 述 定理 。 
定理 12 AS (x) = aot Ved, a coslkr) + bysin(ks), BAF: 


w= 5 f fade (1.12) 
an = =f f(e)cosne) a (1.13) 
bn = =f f(z) sin(nz) dz (1.14) 
Tn 
Qn 和 bn 称 为 函数 的 储 里 叶 系 数 。 


注释 。 证 明定 理 1.2 的 关键 在 于 (1.8 ) 式 中 的 各 项 是 正 交 的 。 定理 0.21 保证 了 傅 
里 叶 系数 an 和 5 是 将 隙 数 了 正 交 投影 到 分 别 由 cos nz 和 sinnz 张 成 的 空间 而 得 到 的 。 
事实 上 , 我们 注意 到 ， 如 定理 0.21 HR, mbe ( 只 差 一 个 系数 1/r ) FOAMS 
singdz 和 ecosnz 的 关内 积 ， 因 而 ， 定 理 1.2 的 证 明 过 程 与 定理 0.21 的 类 似 ， 只 不 过 是 
在 一 特定 的 蕊 内 积 下 进行 的 ， 这 里 的 正 交 系 (E E ) 在 (1.8 ) 式 中 给 出 。 

要 切记 的 是 , 我 们 只 证 明了 车 f 可 以 表示 为 三 角 函数 的 和 式 ， 则 系数 oan 和 6, 便 可 
由 上 述 公 式 给 出 。 以 后 将 证 明 (定理 1.22), KA r 7"] 上 的 绝 大 包 数 函数 都 可 以 表 
示 为 三 角 明 数 和 式 的 形式 。 注 意 ， 定 理 1.2 也 表明 了 和 傅 里 叶 系 数 的 惟一 性 。 


122 其 他 区 间 


KEA IHRE. 定理 1.2 关注 的 区 间 是 [7, 7]。 在 本 节 将 证 明 , 对 于 长 度 为 2r 
的 任意 区 间 ， 定 理 1.2 亦 适 用 。 为 此 ， 需 要 以 下 引 理 。 


引 理 1.3 假设 让 是 任意 周期 为 2 的 函数 ，c 为 任意 实数 ， 则 有 ， 
AE 


Fati = f F(z) dz l (1.150 





一 下 十 


证 明 该 引 理 的 简单 证 明 如 图 1.1 所 示 。 如 果 下 > 0, 那么 (1.15 ) 式 的 左边 表示 





hE T pr EAE 6, ee 下 
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WEF FMT = -元 十 上 = 至? = 元 十 5 的 面积 ， 而 11.14) 式 的 右 则 表示 曲线 已 下 从 
T= 一 7 到 zf = 7 的 面积 , APP My Oe, 因此 , 图 1.1 申 两 阴 旷 部 分 的 面 程 相等 
拒 记 边 的 阴影 部 分 转移 到 右边 的 图 影 部 分 ， 这 一 过 程 等 价 汶 把 (1.15 ) 式 右边 的 积分 
变性 左边 的 积分 

该 引 型 的 解 本 证 明 见 习题 31。 





-2 a i j= aka a 4 
-8 -È =à =ù 0 2 4 fe i 


图 1.1 -r-r teh BEYT En +e 


把 该 引 理应 用 于 lz) = flz)cosniz 或 Fz) = f(zjsinnx, 可 见 定 理 12 中 的 积分 
公式 对 于 形 如 [= 十 6 十 可 的 尾 意 区 间 均 适用 。 


任意 长 度 的 区 间 。 我 们 还 需 考 虚 形 如 -下 所 工 志 到， 长 度 为 中 的 区 间 。 其 基本 的 
MSU Ycoa(nrz/a) Alsin(inwz/a), 周期 为 3, 注意， 当 a = 7 时 , 函数 简化 为 os nr 
和 sin nx， 这 就 形成 如 定理 1.2 中 所 示 的 ， 区 间 [=7,#w| 上 收 里 叶 缀 数 的 构 丢 块 ， 

利用 下 列 比例 美 系 ， 可 以 将 计算 区 间 |-m, 如 上 的 傅 里 叶 系数 的 积分 公式 转 搞 到 
aa ARTEA. BRP BRERA -me ree AAN, WEM Hi 
r=txja, dt = mitja, LEME At: 


1; 1 at 
1f ros ra 


利用 这 种 变量 特 换 ， 可 以 以 定 理 1.2 推导 出 如 下 定理 1 见习 题 13 ) 


定理 1.4 WRK -asrga A s(x) = m+ Eia orooa(krz/a) + 
tsinikgrzjal , WAN.’ 
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tn = > Í f(A dt 


ün = Ji F(t cos{nrt/a) dt 


bn = T Jit sin{nrt/a) dt 


oh a 


下 面 计算 了 在 区 间 -2 < 工 世 2 上 的 傅 里 叶 级 数 。 由 定理 1.4 可 知 ， 对 于 Qa 2, 情 


里 叶 余 弦 系 数 为 ， 
? 1f 1 
w= Gf Oasi f id=; 


nels, 
af af i _ sin(na/2) 
an = an f(é)cos nat/2 dt = ;/ cos nnt/2 dt = i 
ENAMA, 0m=0; Yn = 2k 十 1 为 奇数 时 ，sinfpmz12) = (-1)*, HAA: 


on = Gott 


(Qk-+ Ya’ (n =2k+ 1) 


类 个 地 ， 


1 f? 1 ft 1 
by = = / F) sinnnt/2dt = F sinnnt/2dt = — (cosnT/2 — 1) 
2 一 2 2 0 TET 


4 n=4j, bn = Olt 


1 
当 n= 4j +1, ba = ——— h 
“n= 4j . Ges 
、 1 
4% n= 45495, = ——— h 
H n=4j +2, bn = a t 
1 
n=4j+3, bn = —— h 
当 m= 入 Cy 


Ce mp er eat RAT Fh tr 
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Am, THRE TARD.: 


F(x) = ao + 》， an cos(nrz/2) 十 psinnTrT/ 2 
n=l 


其 中 ，an 和 Bo 如 前 所 示 . 
在 随后 的 章节 中 , 我 们 将 探讨 /的 情 里 叶 级 数 (z) 是 否 与 /2) 自 身 相等 这 一 问题 。 


12.3 ”余弦 和 正弦 展开 


Bea S eK 

定义 1.6 Of: R> RETA, f(r) = f(z), WS ARR BS (x) = 
—flc), Wf Ware. 

ee AE CF vee, 2012 所 示 。 具体 的 例子 包括 f(x) = 2? (或 任意 
UE ) 以 及 f(z) = cost, 奇 函 数 的 图 形 关于 原点 对 称 ， 如 图 1.3 所 示 ,, 具体 的 例子 
包括 f(z) = x3 (或 任意 奇 次 震 ) UR f(z) = singz, 


\ 








ix fix) 





taf) 














图 1.2 MAH (—x) = f(z) 
由 定义 可 得 如 下 性 质 ， 


Fea x eA = 偶 函 数 
RES x APR = A wR 
FAR x Ap RE = 偶 函 数 


例如 , WLS EM, HAER, 则 9(--zjj(-z) = -9(z)f(z) ,所 以 jg 为 奇 函 数 。 


44 pS EL DH Rae 


485 PRA af eB A A 3 ED LR Rh, 





afon) 














Be — = = — 






(=x, fix) 


图 1.3 AR% f(-2) = -flz) 


引 理 1.7 
© WRF ARAR, WE: 


[ F(x) dz = 2 f Fajas 
—a 0 

© WEF Nae, NWA. 

[ F(z)dz =Q 


由 图 1.2 和 图 1.3 很 容易 就 得 出 该 引 理 ; 如 果 五 为 偶 函 数 , 则 堪 半 区 间 [-a;, 0 内 的 
积分 值 和 圳 半 区 间 [0,a 内 的 积分 值 相同 。 内 而， 区 间 [ 一 a, q] 内 的 积分 值 为 区 间 [0, qj] 内 
的 积分 值 的 两 倍 。 如 果 五 为 奇 函 数 ， 则 左 半 区 间 [--e, 人 内 的 积分 全 和 右 半 区 间 fo, a 内 
的 积分 值 抵消 ， 此 时 ， 区 间 [ 一 a, al 内 的 积分 值 为 0。 

如 果 函 数 的 储 里 叶 级 数 只 含有 余弦 项 ， 那 么 该 函数 肯定 是 侦 函 数 〔 因为 余弦 函 
REAR). 同样， 如 果 傅 里 叶 级 数 只 含有 正弦 项 ， 就 肯定 为 奇 函 数 。 反 过 来 也 成 
立 ， 这 就 是 下 一 条 定理 的 内 容 。 


定理 1.8 


© 如 果 f(2) 为 偶 函 数 , 则 该 浅 数 在 区 和 间 [-a,a]J 上 的 侍 里 叶 级 数 只 含有 余弦 项 ,也 
BIE, f(x) = ao + Lyn, ax cos(krz/a)， 其 中 、 
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a => fe 


ak = J Jirjcos(krr/a) dr 
a Jo 


© 如 果 jz] 为 奇 两 数 ， 则 该 两 数 的 傅 里 时 级 数 只 含有 正 芒 项 、 也 就 是 说， 
f(z) = SE, be sin{kra/a), Herb, 


by = f f{z)sin(kro/a) dz 


WEAR 该 定理 可 由 引 理 1.7 KEE 1219h, MRS HRM, Wf (z)cosnrz/a 
也 为 偶 孙 数 ， 所 以 它 在 区 间 [ 二 a,q] 上 的 积分 值 等 于 在 区 间 [0, 外 内 的 积分 值 的 两 信 , 此 
外 ，f (zjsin nrzfa 为 奇 汕 数 ， 所 以 它 在 区 间 [~~6, 外 内 的 积分 值 为 0。 第 (2 ) 部 分 可 用 
类 似 的 方法 证 明 . 

半 区 间 上 的 傅 里 时 余弦 级 数 和 正弦 级 数 。 设 /为 定义 在 区 间 [D,qj 上 的 函数 。 考 虑 
将 / 进行 奇 延 拓 或 倘 延 拓 ， 就 可 以 将 了 展开 为 余弦 级 数 或 正弦 级 数 。 如 果 要 将 /展开 
HRERS. RS REMA: 

rt (x) = f(x) MRO< ac <a 
° firm -a Kz <0 


天 是 定义 在 -aq 上 的 偶 本 数 。 国 而 ， 其 傅 里 时 展开 式 只 含有 余弦 项 : 


felt} =a + Yak coskrz/a —aganga (1.16) 
k=l 


其 中 ，98 由 定理 1.8 4h, HFO<2 <amt, f(x) = Jid, FUER 18 中 的 积分 
公式 内包 合 f(X) 而 不 包含 f(T)， 于 是 (1.16 ) 式 变 为 : 


flo) =a- Vancosknz/a 0<r<a 
= 
KE, 
w=: Í f(z) dz 
a =2 f ” f(a)eos(brz/a) dz 


AE, BEES REIT iE ee, RS AE 
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f(-2) #-ag2<0 


FKR 的 依 里 叶 展 开 式 只 含有 正弦 项 。 巾 于 0 < x <an, Jolt) =f), HL 
TES HERRN : 


nof 各 #0<r <a 


of 
fix) = 》 by sin knzfa QO<agea 
k=1 


这 里 的 如 由 定理 1.8 给 出 ， 
bp = = | f(c)sin(kaa/a) dr 
下 一 节 的 例子 将 验证 上 述 刀 想 。 


1.2.4 例子 
SFEAR EKM- r 了] 上 的 傅 里 叶 级 数 : 


oo 
F(x) = ao + 》 an cosn + bn sinna 
n=l 
N 
= ao + lim Xoan cos nz + bn sinne 
Now 2 


其 中 ，an 和 如 是 7 了 的 傅 里 叶 系数 。 当 N 一 ce 时 ， 如 果 上 述 极限 存在 ， 就 称 傅 里 叶 级 
RON, ER 1.2 和 1.4 只 是 计算 给 定 画 数 的 全 里 叶 级 数 ， 我 们 还 没有 证 明 该 情 里 叶 
RPEN (或 收敛 于 什么 )。 在 f 可 微 这 样 一 个 非常 宽泛 的 假设 下 ， 我 们 将 在 定 
BB 122 和 1.28 中 证 明 ， 下 列 法 则 成 立 ; 

& f 是 周期 为 2x 的 函数 ， 


(1) MR feo ae, MEME RR Foie, 且 F(z) = f(z). 
(2) 如 果 了 在 ?点 处 不 连续 ， 则 F(x) 收 僵 于 了 在 z 点 多 的 左右 极限 的 平均 值 ， 即 ; 


F(a) = 3 ( lim 400 + Jim 100) 


第 2 条 法 则 内 容 包 含 了 第 1 条， 这 是 因为 如 果 f 了 在 z 点 处 连续 ， 则 f 在 z 点 外 的 左 
FARRAR ST f(z), Alt, P(e) = f(x). 

定理 1.22 和 定理 1.28 的 严格 表述 和 证 明 将 在 下 一 节 给 出 。 本 节 将 举例 说 明 傅 里 
叶 级 数 的 计算 过 程 和 情 里 叶 级 数 的 收敛 速度 。 
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例 1.9 


FR BRS) = 2, wha <n, RRRAF BRK, PLRALRARKAO. 
傅 里 叶 系 数 为 : 


bk = =/ xsin(ka} dr 
H T 


_ k+l 
2) ( 用 分 部 积分 ) 


所 以 ， 在 区 间 [-T,Tl 上 的 情 里 叶 级 数 为 ， 
oo 2(—1)F+1 


Fa) =) 

k=1 
f(t) =TFARM AMY HK, RAMI EA 14 所 示 。 根据 前 述 法 则 可 知 ， 
Ejot, Fakat fie) AJURE AA (r= r, n, 
F (cA ERARA PA. 例如 ，F(r) = 0( 因为 sinkr 二 0), A 
j 人) 在 z = with APM EE. 





sin(kr) 











-一 一 一 -一 ery x r 一 
at 
4 上 
"| | 
D + + 

-x a 
| 
-4 上 4 
al 











图 1.4 Fir) = rtir h AMR 
ALR AED ot 5 R OAT ORA, ANANI EE, AAA 


N of 7\k41 
Srta) = DH sinfen) 


k=1 


SA, 图 1.5 表示 的 是 
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图 15 So 的 Gibbs 现象 


首先 注意 到 ,2 离间 断 点 越 近 ,用 名 0 近似 f(z) 的 精度 赵 差 。 例如, Er = T 附 近 ， 
Sio(2) 的 图 形 必须 在 很 类 的 间 取 内 ,从 y = 一 7 转变 到 y = r, BRAG 二 附近 收 
Ake FEN, 

FREES, Ær) 不 连续 点 (如 ZT = r) 的 前 后 , 情 里 叶 级 数 图 像 上 存在 尖 基 
信号 ， 这 一 现象 称 为 Gibbs 现象 。Gibbs 现象 有 个 很 有 趣 的 地 方 ， 就 是 不 管 部 分 
和 中 有 多 少 项 ， 尖 头 信 号 的 高 度 近 似 不 变 ， 但 宽度 随 项 数 的 增加 而 变 窑 图 1.6 
表示 Sso( 情 里 叶 级 数 的 前 和 项 ) 的 Gibbs HLH, 习题 28 将 详细 解释 Gibbs 现象 。 




















4 4 1 L a A oc | 
-10 -8 -6 4 -2 0 2 4 6 a 10 


图 1.6 44) 1.9 中 S50 的 Gibbs 现象 
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例 1.10 
考虑 如 图 LIPPER. 在 区 间 0 SE STH, BRSRRA: 


m-i O<2<¢a/2 


T-T N/T EN 


热 后 延 拓 到 区 间 一 所 工 所 0 从 而 成 为 惕 函数 ( 见 图 17 由 于 了 是 情 函 数 ， 因 此 
只 有 余弦 项 不 为 0。 应 用 定理 1.8， 其 锚 里 叶 系 教 为 : 


1 7 
a= = | f(z) dz =" (无 需 积分 ) 
TG 4 
对 于 J > 0 ， 有 ， 
T 
w= 7 | fajeoslje) dz 
=? PP sentin)art 2 fe —zyeostie) te 
=F teos(jz) dr + = Mý z)cos( ja 


经 过 必要 的 积分 运算 后 ， 得 到 : 




















a, 4957/2) = too) -2 ,>0 
5 o] 
al 
3} 4 
"| | 
il 
i -z : | 
J | 
af 

-4 -2 0 2 4 
图 1.7 锯齿 流 


因为 只 有 ask+2 不 为 0， 所 以 这 些 情 里 时 系数 可 简化 为 ， 


50 小 波 与 伴 里 叶 分 析 基 础 
加 -72 
MH rR + 1)? 
所 以 ， 句 此 波 的 人 博 里 叶 级 数 为 : 
2 


T 





T = 1 
F(a) = 3 - 2 OKT cos{ {4k + 2)z) 
锯齿 波 原 本 就 是 连续 的 上 且 具 有 周期 性 ， 网 此， 由 未 节 开 娩 时 所 述 的 法 则 可 知 ， 对 于 
每 一 个 2 ， 傅 里 叶 级 数 王 (了 ) 都 等 于 铝 些 波 函 数 Flzj、 此 外 ， 其 收 禾 速度 要 比例 19 
中 的 情 里 叶 级 数 快 .为 了 说 明 它 的 收 敏 速度 ， 画 出 其 傅 里 时 级 数 的 前 两 项 之 和 ， 


S2() = =- Zcos(2r) 


T 


如 图 1.8 所 示 。 
sf 




















图 1.8 Seay fe a a eA ae AA 


KEE TARA AAS OPES RR, RARE TA KAAS 
at, Sot MA 10 项 、50 项 甚至 1000 项 的 程度 。 事 实 上 ， 凑 博 里 叶 级 数 前 
10 项 之 和 的 图 你 ( 见 图 1.9) 就 已 经 和 原 通 数 的 图 你 没 什么 区 别 了 ， 





-n x 


图 1.9 锯齿 波 傅 里 叶 级 数 的 前 10 项 和 


第 1 章 傅 里 叶 级 数 51 


例 1.11 
4 f(x) = sin(3e)+ ws(4z), OTS 已 经 表示 成 正弦 和 余弦 的 形式 ， 因 此 不 必 再 
HES oH ermal, 的 傅 里 叶 级 数 就 是 sin(3x) + Cos{42)] 。 这 个 例子 说 
明了 一 个 很 重要 的 事实 ， 傅 里 叶 系 数 是 惟一 的 {定理 1.2 准确 地 说 明了 aw 和 如 应 
ASD), 经 比 对 可 知 ，bs = 1, a= 1, 其 他 的 系数 均 为 0 ， 由 惟一 性 可 知 ， 这 
应 当 就 是 利用 定理 12 中 的 积分 公式 计算 出 的 a% 和 有 的 值 ( 显然 前 者 的 计算 量 
要 小 得 多 )。 

例 1.12 
A f(z) =sin (z), Lop, SHRASRERRKPLRERAEMSM BA, 
所 以 需要 做 些 工作 ,不 过 ,不必 通过 计算 定理 1.2 中 的 积分 来 得 到 ak 和 的 ， 而 是 
可 以 利用 三 角 恒 等 式 : 

sin’ (x) = 5 — cos(2z)) 


由 于 等 式 右 边 是 cos( kz) 的 线性 组 合 ( 这 里 ，an = 1/2, ag = -1/2, 其余 的 ak 和 
妈 都 为 0)， 因 此 ， 苞 式 右边 就 是 所 要 求 的 傅 里 叶 级 数 ， 
例 1.13 


ATR SR (c) = +1 ARMS 二 1 上 的 正弦 储 里 叶 级 数 ， 首 先 对 了 进行 
Hike, 


然后 利用 定理 1.8 计算 f 的 傅 里 叶 系 数 : 
1 1 
bn = 2f f(z)sinfnrz) dz = 2f (x? + l}sin(naz) dz 
0 0 
注意 ， 在 计算 ba 时 ， 并 不 需要 j 在 区 间 一 1 所 所 0 上 的 奇 延 拓 . 利用 分 部 积分 法 
(两 次 ) TA: 


2 CD)" — 2(-1)" +2- n?n? 


ban = 
nin? 





当 n = 2A BAH, RATAREA: 


bak = ~ 7 
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tn 二 2k 一 1 为 村 数 时 ， 


12k? — 12n2k + 32? —4 
#3(2k — 138 


Bim, 22 十 1 在 区 间 |[0,1] 上 的 傅 里 叶 正 蓄 级 数 为 ， 


bokp-1 = 2 


1282xr2 一 120*k + 3x? — 4 


oo 1 
F(z) -之 - ( 志 jan2kr+af nik IP )sin(2k Drz 





(1.17) 


PEIEE- RANEE AKH- 2R LEL. A fit 
AER, HALTA F AT hla). (ARR RE HEAP Te 
MEM Tse, ARMA, P(c)RAFO (BAL EPRRY EHS 0L 
这 与 利用 (1,17 ) 式 计算 得 到 的 严 值 相 一 致 [因为 对 任意 整数 请 ，sin dhe 和 
sin(2k 一 ITA E], F(X} 的 图 像 见 图 1.11, 注意 , 由 于 0 < <16, f(x) = 
f(z), MRE RRP (r) 5 RRS (zc) =° | 1 在 区 间 0 < 了 < 1 上 相同 。 
F(a) 30 项 的 部 分 和 如 图 1,12 所 示 。 





A 34 
i 
-2 -1 l 2 











图 1.10 f(x) =r tlame 


$i 1.14 
解 热 力学 方程 : 
tfe, t = Ura (Tf) t>00&7en 
ulz, D) = f(z) OSST 
u(O,t) = 0 u(a,t) =0 
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其 中 ，f(z) 是 例 110 Pee, W: 


(四 = z #0 <2 <a/2 
(r-r Baf2Q<uKce 





-一 -一 一 一 T T T 一 


al 4 


























-1 ] 
+05 
J ] 
-1.54 
3 
"3 
图 1.12 Fir pati 30 项 之 和 
由 1,1.3 节 的 讨论 可 知 ， 该 问题 的 解 为 ， 
)= Done  sin(kz) (1.18) 
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令 (1.18 ) 式 中 的 t= 二 0， 利 用 a(z,0) = f(x), TA: 
) = u(x,0) = )= Pest 


因此， 也 此 为 并 2 的 傅 黑 时 正弦 系数 ， 由 定理 1.8 TA: 


= Z f " ple)sin( kt) at 


将 站 的 表达 式 代入 上 式 ， KBR. HTSA, bh =U; 当天 一 2 十 ] 为 
奇数 时 , A: 

p = 4Y 

HR (Qj +1) 


HRA (1.18 ) 式 ， 得 到 最 终 的 解 为 ， 


1.25 ”人情 里 时 级 数 的 复数 形式 


ATEHER, ne 2 具有 简单 的 计算 性 质 ， 因 此 ,在 - 些 复杂 的 运算 中 ,将 
情 里 叶 级 数 表示 为 复数 形式 会 更 方便 些 。 复 指数 的 定义 如 下 。 


定义 1.15 对 于 任意 实数 +， 复 指数 为 ; 


e™ = cos(t) + isin(é) 














He, i= v1。 
上 述 定 义 的 原因 是 ， 将 Y = itt Ae Hy Taylor 级 数 展开 式 中 : 
z C a 
g sltatotatate 
I pA 
Sgi l “1 的 + 区 +8 +8 be 


归并 实数 部 分 和 虚数 部 分 ， 并 利用 sin 和 cos 的 Taylor 级 数 展开 式 ， 可 得 : 


2 4 a 5 
1 
21 d! 31 5 


= cos(t) + isin(t) 
下 面 的 引 理 将 列举 复 指数 的 一 些 性 质 ， 这 些 性 质 同 实 指数 的 有 关 性 质 类 似 ， 它 
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们 可 以 由 定 广 以 及 基本 的 三 角 志 数 恒等式 推导 而 来 ， 留 作 习 题 ( 见习 题 14 )- 
引 理 1.16 对 所 有 t, se R 
1} eiln] 一 et 


2)ļe|=1 


5) eit/eis = gilt-9) 

6) 4 fe”) = je't 
FEB EASE BBE BA SS FEL? r, r) EE TE 3A - 
定理 1.17 RAE 


ptni 
一 -一 a=---,—-2,-1,0,1,2,--: 
Ve | 


EL (l-r. ah EERE ER K 
证 骨 ”我 们 要 证 明 : 


mi i 1 fe 1 naam 
fein emi ya 一 eit emt dt = 
ax 0 nám 


an 


PASE 1.16 的 第 (3)、(4) 和 (6) 条 性 质 ， 得 到 ; 


n T 
f gilt pimt d= f pint p imt dt 
—7 一 下 
一 f pitn—m)t di 
-n 





něm 





=0 
如 果 n = m, Metem = 1, Bille ef) = 20, WE. 
结合 本 定理 以 及 定理 0.21， 可 以 得 到 如 下 所 示 的 傅 里 叶 级 数 的 复数 形式 。 


[aa 


定理 1.18 WRARG—w<t<r bf) S Daewo tnt, A: 


1 f , 
n= -一 tje dt 
a FE Je 
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M mae pe 
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I 1.19 
H eH 
1 #0<ti<r 
wf, Bion <t<0 


LAUAAR STARA: 
On = > L Jite dt 


1 


1T . 1 0 , 
= | etd- =| et dt 
2T Jo 20 Jr 


__i- cos{n7)) 


Tet 


-2i n 为 奇数 
一 Thi 
0 n 为 偶数 
所 以 了 的 复 情 里 时 级 数 为 ， 
= int o 2 k++ 
2 an= Do Gti 


n= oo k=- 
情 里 叶 级 数 的 复数 形式 岂可 以 在 其 他 区 间 上 表示 . 
定理 1.20 KRAE 


] inant /a } 
et n= ,1,2 
{ on ) 1 


fiL?|—a, a LASER ERE. EES (8) = o nen MA: 





! ° —inni/ae 
am = zf flt)e mie dt 


传 里 叶 级 数 的 实数 形式 和 复数 形式 之 间 的 关系 .如果 了 是 实 值 函 数 ， 那 么 其 傅 里 
叶 级 数 的 实数 形式 可 以 由 复数 形式 推导 得 来 ， 反 之 亦 然 。 为 简单 起 见 ， 仅 在 区 间 
-r <i XT 上 讨论 这 一 推导 过 程 ， 但 在 其 他 区 间 上 也 同样 适用 。 首 先 ， 将 f 的 储 里 叶 
级 数 的 复数 形式 分 解 为 正 数 指标 项 和 负数 指标 项 


ee ee 
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f= > One Mta Do ent 


n=- 


— i T em 
On = 5 f 1 dt 
因为 


MRS EA, May = 本 


其 中 : 


anne fe Jerd= = | fees at =a 


因此 , (1.19 } 式 变 为 ; 


FIE = o + (>: on) + (>: Qneint 
n=l 


n=1 
因为 对 于 任意 复数 z ， 有 z +z 二 2Re(z)， 所 以 该 式 可 以 写 为 : 
f(t) =a9 + 2Re (> an) 
n=l 


注意 下 面 的 om 和 由 定理 1.2 MSC Ae, bn 之 间 的 关系 : 
ag = zf 10d = a 


Lf in 
nza. im 21 
Om = 5 L f {te dt n 


1 f ， ， 
= x f Oltan- isin nt) dt 


利用 (1.20) 式 ， 可 得 : 


fit) -tam (Do "| 


=a) + Re (St — ib, }(cos nt + isin 中 


n=l 
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(1.49) 


(1.20) 
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= dg + > a, cos nt + bn sin nt 
' n=l 
POE PAO Be ATS kT RSE OK. Ea hi a ee 
RE TAR SH HAR FL R BS BT ZX, 


1.3 人情 捍 叶 级 数 的 收敛 定理 


本 节 将 在 将 了 很 宽 话 的 很 设 条 件 下 , 证 明 傅 里 时 级 数 的 收敛 性 : 本 节 会 涉及 到 - - 
些 关 于 收 合 性 的 基础 数学 方面 的 知识 ”首先 从 Riemann-Lebesgue 引 理 开 始 ， 当 然 该 
引 理 本 身 也 非常 重复 . 


1.3.1 Riemann-Lebesgue 引 理 

由 1.24 HAPT, MEEK, MENTAS a Al be WRF 0. 正如 下 面 的 
定理 所 述 ， 这 不 是 巧合 . 

定理 1.21 Riemann-Lebesgue 引 理 。 设 /是 区 间 a & xX <b HEE AR, 
WA: 





b è 
im f F(x)cos(kix) da = lim J fr)sin(kr}dxr =0 


ko 


REEL, PEER A ARTA, XR ASR SORIA 
DEP 

定理 1.21 的 一 个 重要 推论 是 ， 只 可 能 有 有 限 个 傅 里 叶 系数 的 值 ( 绝对 值 ) 比 给 
定 的 革 个 正 数 要 大 ,这 千 是 可 以 进行 数据 压缩 的 根本 原因 。 压 缩 的 方法 之 一 是 ， 首 
先 将 信和 导 展 开 为 傅 里 叶 级 数 的 形式 ,然后 售 去 所 有 较 小 的 傅 里 时 系数 ,只 保留 1 或 发 
E) 比 给 定 国 值 大 的 有 限 个 傅 里 叶 系 数 (习题 31 说 明了 这 一 过 程 )、 我 们 会 在 离散 傅 
里 叶 变换 和 小 波 等 章节 中 再 次 提 上 及 数据 压缩 


证 明 在 严格 证 明 该 定理 前 ， 先 看 一 个 简单 的 现象 . 随 着 & 变 大 ，sin(&z) 和 
cosl 5 的 振 划 速度 要 比 了 的 快 得 多 ( 见 图 1.13 ), 如 果 上 很 大 ,那么 在 sin(kz) 或 cos(kz) 
的 | UA, fc) 近似 为 常数 。 了 (Tf) 和 sin(kz) 的 乘积 如 图 1.14 所 示 ， 由 于 该 乘 
积 在 z 轴 上 下 的 积分 面积 几乎 可 以 抵消 , 因此 , 该 线 积 在 每 个 周期 的 积分 值 近 似 为 0。 
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yaftx) 


y=sinike) 


AAAA 
VU AVY 


图 1.13 y= f(z) Aly =sinks 








yafika) 























图 1.14 y= firjinkr 


Ef EMARE, FEE 1.21 的 严格 解析 证 肖 、 考 虑 积分 式 ; 


b 
f flx)cos(kr} dr 


利用 分 部 积分 4 三 了 和 du = cos kr ， 可 得 ; 
fs fix)cos(kr) dr = Sn) 5 四 | - [= sin( ke) y —— f(x) dx 
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_ sin(kb) f (6) — sin(ka) f(a) [ sin(kzr) ,, 
k a 


REAL PRRYK, SRRDAF 0， 所 以 定理 证 毕 。 


13.2 ”连续 点 处 的 收敛 性 


健 里 叶 级 数 展开 通常 包含 无 限 多 项 { 例 1.11 和 例 1.12 是 例外 HETH, 
若 部 分 和 的 极限 存在 ， 则 无限 多 项 的 和 是 部 分 和 的 极限 ， 即 : 
OG N 
dt cos(kz) + by sin(ka) = im Qk cos(kr) + by sin{ kz) 
因此 ， 如 果 
N 
fie) = an 十 in wr cos(ka) + by sin(kz) 
MY ox k=l 


就 可 以 说 , FAME Baa AAT fF TT EAH Ag KRE A UE AS I 
REHM. 


EH 1.22 设 / 足 周期 为 3x 的 连续 函数 . 在 z 点 处 , 如 果 f 的 导数 有 定义 , 则 了 的 
BEMER rAMA F firo 


证 明 对 于 止 整数 N, > 


N 
Sx (2) 一 an 十 > a, cos(ka) + bi sin(kx) 
k=1 


BW Oe Al On 是 函数 了 的 傅 里 叶 系数 。 我 们 的 最 终 目 的 是 证 明 当 六 一 oo 时 ， 
Salz) > f(z), 在 证 明 这 一 点 之 前 ， 需 要 将 Sy 写成 另外 一 种 表示 形式 。 证 明 过 程 
需要 以 下 几 步 。 


第 1 步 . 代入 情 里 时 系数 . 将 定理 1.2 HEFa A b OLDE OMORE 
大 上 式 中 ， 可 得 ， 


Sue) 5 [sede 
+ Ly (f f(t)cos(kt)}cos(kx) dt + i f(t)sin(kt)sin(ka) i) 


l " l X a . 
=- f f(g (; + 》 c0s(kt)cos( kr) +n dt 
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HARRAN A st cos( AB) = cos(A)cos(B)+ sin(A) sin(B) nojig.: 
1 7 1 Č 
Sn (zx) = z [ 10 k + Do 下) dé (1.21) 
次 估计 等 式 右边 的 和 式 ， 震 用 到 下 面 的 引 理 。 


第 2 步 . fate BM. 
引 理 1.23 OM HERH U rc uct, A 


sin ((N + 1/2) t) 
1 。 r uO 
zt Cos{u) + cos(2u) +--+ cos Nu) = Qsin(u/2) 


证 明 ATA td. 复 指 数 定义 为 ee = cos(u) + isin(u). HRS 
(e™\” — ptni 


e™ = cos(nu) + isin(nu) 
AltA cos nu = Ref(e™)"}, pE 
: + cos(u) + cos(2u) +++ + cos( Nu) 
= + (1 + cos(u) + cos(2u) + --- + cos(Nu)) 
所 以 


bo] 一 


N 
一 emi = FE Re Sy e") l (1.22) 
k 


k=1 =0 
FU WAVES AK De®, Hye =e 
对 于 任意 的 z>， 有 : 








X k l-z N+ 
So 2k = (1.23) 


l-z 
k=0 


该 式 的 证 明 过 程 如 下 : 4 


N 
sy = 
k=0 


那么 
(1 z)sy =(1—-2i(L+z24+274---+24) 
=(tete t") (rp 27 4004244) 
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MRL 一 2) ， 即 得 到 {41.23 ) 式 。 
在 (1.23 ) 式 中 令 z =e, BARAR (1.22 ak, al: 





1 —] 1 一 pith +1) 
5 + cos(u) + cos(2u) + --- + cos( Nu) = at Re i} (1.24) 
-- € 


为 计算 右边 的 表达 式 ， 可 以 对 其 分 子 和 分 母 同 乘 以 ce 只 /2 


1 一 a(N-+ Du 一 Mu/2 _ pi(N+1/2}u 
Re [e] = Re [< e } 





1— eiv eiuf2 — piu/2 
上 式 等 号 丰 边 的 分 母 等 于 一 2isin(Ww2)， 所 以 


Re 了 一 EN 二 _ sin(u/2) +sin((N + 1/2)u) 
l-e! 7 2sin(u/2) 








将 该 等 式 代 人 (1.24 RR, BE: 

+ sin{u/2) + sin((N + 1/2)u) 
2sin(u/2) 

_ sin((N + 1/2)u) 

~  Qsin(u/2) 


1 a. 
5 + cos(t) + cos(2u) + --- + cos{( Nu) = = 


引 理 1.23 证 毕 、 
第 3 步 - 估计 情 里 时 级 数 的 部 分 和 , 在 引 理 1.23 中 , Sus t-r, (1.21) 式 变 为 ; 


1 fi oS 
Su(z)=- ] fË ( +ò cas(k(t — =») dt 
ars 0 st 


1 ™ sin((N + 1/2)(t — x)) 
“ah! o( may) 





= f FOPN(t — 2) dt 


1 sin((N + 1/2)u) 
27  sinfu/2) 





Py({u) = (1.25) 
在 上 述 积 分 中 ， 进 行 变量 代 换 4 =i, WG: 


9wfz) = 三 fu + r)Py (u) du 
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由 于 了 和 Pw 的 周期 均 为 2x ， 因 此 可 以 在 积分 的 上 下 限 中 移 去 xz, 而 不 会 改变 该 积分 
值 ( 匈 引 理 1.3 )。 于 是 有 : 
= f futa) Pyiujdu (1.26) 
EFK, HE PF HAG HE, 
Bad. WR BM TES. 
引 理 1.24 
T Py(u)du=1 
证 明 利用 引 埋 1.23， 可 得 ， 


sin((N + 1/2)u) 
2sin(u/2) 


€ + cos(t) + cos(2u) +--+ cosiVu) 
对 该 式 进行 积分 ， 可 得 ， 
f Pyu Waf mtr FIE os{u) + cos(2u) +- + cos( Nu) du 


等 式 右边 的 第 2 个 积分 等 于 0 (AA HRGL FRA oe RS, RERRER 
分 等 于 0)， 等 式 右边 的 第 1 个 积分 等 于 1， 了 是 ， 引 理 1.24 得 证 ， 


第 5 步 。 证 明定 理 1.22 的 最 后 一 步 . 正如 证 明 开始 时 指出 的 那样 ， 需 要 证 明 当 
N => cont, Sw(z)— fl), 由 (1.26) 式 中 Swfz) 的 表达 式 ， 即 只 要 证 明 : 


f f(u + 1)Py(u)du > f(x) (1.27) 
由 引 理 1.24 可 知 ,，f(?) = f", Fla) le) du ， 即 只 要 证 阴 ， 
f uta- IEP GN ve 


利用 (1.25 ) 式 ， 上 述 极 限 变 为 ， 
1 f (PFO iN + 17a du—0 (1.28) 


Qa dJ sin(w/2) 


假如 可 以 证 明 函 数 
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uta) — pir 
glu) = a oh i 
是 连续 的 (作为 Riemann-Lebesgue 引 理 的 必要 条 件 ;)， 那 么 利用 Riemann-Lebesgue 5| 
理 ! 见 定理 1.21 )， 就 可 以 得 到 【1.28 ) 式 。 这 里 ，Z 周 定 而 4 是 变量 , 4 C | raj, H 
有 当 w = ont, gua AER. RRR, FETE f(x) = limo E, 
所 以 有 : 














| _ fu+2)-f@) 
i 


f(uta2)— f(z) uf2 





— lim 


u—0 u sin(u/2) 
， .+ 
= 了 f(z).1.2 ( AX im =1) 
= 2f'(z) 


通过 定义 g(0) =2f'(2), MaE a = 0 处 也 连续 . H Riemann-Lebesgue 引 理 可 知 ， 
(1.28 ) 式 成 立 。 定 理 1.22 iF. 


1.3.3 间断 点 处 的 收敛 性 


下 面 讨论 定理 1.22 的 一 些 变 化 。 注 意 到 该 定理 的 假设 要 求 f 是 连续 周期 明 数 . 
然而 , 许多 我 们 感 兴趣 的 函数 不 满足 连续 性 或 周期 性 的 要 求 . 比如 例 1.9 小 , fe) = 2 
就 不 是 周期 函数 ， 而 且 了 的 周期 延 拓 ( 见 图 1.15 ) 也 不 连续 。 




















-0 8 -6 4 2 0 2 4 6 E WD 


岗 1.15 f(x) = 了 的 2 半期 延 拓 
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在 表述 有 关 间 断 点 处 收 合 性 的 定理 之 前 ， 需 要 下 面 的 定义 ， 
EX 1.25 
* fERTONA ARM OF : 
左 板 限 ， 7(z -0) = lim f(e- h) 
BRB: fle+0)= im f(z -月 
* 如 果 下 列 极限 存在 : 
; s p, Alth) - fi) 
f-0)= im h 
TU RK PASE ETAR 
© 如 果 下 列 极限 存在 ， 
Fs +0 = im EY- Se) 
则 称 函 数 了 是 右 可 币 的 。 
EME, "(x 一 门 表示 f 于 z 点 处 的 切线 ， 且 此 时 9 = (办 的 图 像 在 其 左 侧 ; 
而 了 (2 十 站 也 表示 于 x 点 处 的 切线 ,但 此 时 9 = OMAR AM ( 见 图 1.16), 


切线 = 了 x- 人 0 





切线 = 了 +O 


图 1,16 ZFA FA 
il 1.26 
&f(xjAy =r, =a Sa < thA AEE LBS), 则 jz) 在 2 = 和 
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Ree, fie = 处 的 志 右 极限 分 别 为 : 
Jr- 由 =T fia 0)= -r 
在 了 =T 厅 处 的 点 右 导数 分 别 为 : 
f(a —0) = 140 fr +0) =1 


例 1.27 


A 


<z? 
rol, MES 
T—x N/ETET 


AMARTH RHR, HRS, PAT 二 7/2 处 不 可 微 , AT 二 /2 处 
的 左右 导 教 分 别 为 


f'(a/2-0) = 14M f (r/2+0)= -1 
下 面 将 表述 了 不 连续 时 ， 傅 里 叶 级 数 的 收 敏 定理 。 


定理 1.28 R(T REM, REA. PAAR (但 未 必 连 
续 )， 则 # 的 傅 里 叶 级 数 在 * 点 处 收 化 于 
f(z+0) + fle -0) 
3 a 
该 定理 说 明 , CET Ah, SARETA A TAAR RE RRR ROE 
均值 在 连续 点 处 ， 正 右 极限 相同 ， 此 时 和 定理 1.28 退化 为 定理 1.22 


例 1.29 


AJA Riy =r, ~ Ca < THI, WHIM, 了 在 4 = 二 7 处 不 加 
H, 但 左右 可 微 .定理 1.28 RA, ESTAR) MAT fer 二 5 处 太极 限 
与 右 极限 的 算术 平均 值 。 宙 于 J 一 站 二 TT，f{f 十 们 = -三 ， 所 以 由 定理 1.28 
AIF) = 0。 访 结果 与 例 19 中 用 情 里 叶 级 数 公 式 计算 得 到 的 结果 一 致 ， 

的 2f] k+1 
ra) -= YY 

k=l 

上 起 在 2 = was 0. PALIT, BH, Fr = infer = +304 
的 值 (由 实心 点 表示 ) 等 于 其 在 = taper = 土 37 处 丰 右 极限 的 平均 值 。 





sin(kz) 





Fi te miya i- ee ， o r 
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-10 ~ë -6 -4 -2 0 2 4 6 $ 10 
图 1.17 例 1.29 的 和 傅 里 上 时 级 数 
定理 1.28 的 证 明 ”本 定理 的 证 明 与 定理 1.22 的 证 明 类 似 , 下 面 只 列 出 有 变化 的 


部 分 。 
第 1 步 宇 第 3 步 没有 变化 。 第 4 步 需 要 进行 如 下 收 改 。 


第 4 步 。 
T 0 l 
Í 亲人 和 = 人 mu=3 


这 里 ， 
pyi) = LEN + Ua) 


Or sinu/? 
实际 上 , 这 些 等 式 可 由 引 理 1.24 以 及 Pw (u) RBR- RA AE E 
积分 和 右 半 部 分 的 积分 相等 ， 总 的 积分 值 等 于 1 )。 

第 5 步 可 由 以 下 步骤 代替 。 


第 5 步 。 要 证 明定 理 1.28， 必 须 得 到 ， 


f(z+0)+ f(z -9) 


5 (1.29) 


f F(ut+2)Py(u) du 


当 N 一 eo。 
通过 确定 下 列 两 个 极限 : 
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f flet Pyle) a > i 
9 


0 _ 
f ft npr 一 fo 


可 以 得 到 1.29) 式 。 利 用 第 4 步 ， 上述 极 限 等 价 为 ; 


f Ut -flere — 0 (1.30) 


心 
| (u+2)—fle—0))Pylujdu > 0 (131) 


—T 


AA Py (uw) eX, (1.30) RE AEM 
1 f (AAD) iW + 1/2) > 0 
0 





Qn sin(u/2} 
利用 与 第 5 步 采用 的 完全 相同 的 Riemann-Lebesgue 引 理 ， 即 得 到 该 极限 ， 巾 于 上 述 
积分 中 ， 名 为 正 数 ， 因 此 只 需要 知道 括号 内 的 表达 式 右 连 续 (Mu 一 0+ 时 ， 存 在 
ARR). 由 于 已 盆 设 /是 右 可 徽 的 ， 因 此 ， 可 参照 第 5 步 中 关于 此 极限 的 讨论 ， 进 
行 余下 的 处 理 (w > 0), 
(131) 式 的 证 明 过 程 同 前 类 似 。 定 理 1.28 证 毕 。 


1.3.4 “一致 收敛 


下 面 讨论 傅 里 时 级 数 的 一 致 收 伍 。 如 定义 0.8 MIE, WR RPK, (co) 的 收敛 
we Ke. WF. (c) 一 致 收 化 于 屎 (z)] 。 换 名 话说 ， 对 于 任意 给 定 的 小 cec> 0 (Ot 
如 ，e = .01 )， 总 存在 一 个 不 依赖 于 z 的 数 N ， 使 得 当 m 关 六 时 ， 对 于 一切 z， 都 有 
| 本 (人 一 Fo < e. 如 果 瑟 不 一 致 收 敏 , 那么 对 于 不 同 的 z 值 ,只 能 选择 不 同 的 站 
值 以 得 到 相同 的 收敛 精度 。 

MN 一 oo 时 ,部 分 和 序列 


N 
Sy (x) = ao + 》 ax cos(kx) + bi sin(kz) 
k=l 
HATS), WESER BF S), EP, o Mb 是 f 的 伟 
里 时 系数 。 
由 图 18 和 图 1.9 可 知 , 例 1.10 中 的 傅 里 叶 级 数 一 致 收 和 伍 于 帮 z)。 而 例 1.9 中 的 傅 里 
时 级 数 就 不 一 致 收 伍 于 下，z 趣 接近 于 了 的 间断 点 ， 其 收敛 速度 越 慢 。 例 1.9 中 , 当 
7 接近 间断 点 时 , 傅 里 时 级 数 的 部 分 和 的 项 数 六 必须 增 大 , 才能 达到 一 定 的 收效 精度 。 
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要 表述 下 闸 的 一 敏 收 合 定理 ， 还 需要 一 个 定义 。 如 果 函 数 连 续 ， 且 除了 一 个 离 
散 点 集 外 ， 其 导数 都 有 定义 ， 则 称 该 函数 为 分 段 光 滑 的 . 例如 ， 例 1.10 中 的 锅 齿 波 函 
数 就 是 分 段 光滑 的 , 这 是 因为 除了 /2 的 整数 倍 以 外 的 点 ( 这 就 是 一 个 离散 点 集 )， 
BY RAB LEE - 

下 面 表述 在 区 间 [-7, r] LRR RN BORE, BRERA ft 
着 ， 则 该 定理 同样 成 立 

定理 1.30 周期 为 2+ 的 分 段 光滑 函数 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 , EKA [r r] E 
KF fix). 





例 1.34 


考虑 例 上 10 中 的 锯齿 波 ， 其 周期 延 拓 是 分 段 光滑 函数 ， 由 图 1.7 可 清楚 地 看 到 这 
一 点 。 因 此 ， 定 理 1.30 保证 了 其 情 里 叶 级 数 的 一 至 收效 。 


例 1.32 


# £6) 9 PERR! -r r ba f(z) = z 的 情 里 叶 级 数 .由 于 7(z) = 工 不 是 周 
HBR, BEGUM A Mite, oH 1.4 所 示 。 注 意 ， 其 周期 延 拓 不 连续 ， 因 
而 不 是 分 段 光滑 刺 数 [ 尽 管 /zZ) = 2 是 处 处 光滑 的 未 数 ] 。 因 此 ， 不 能 应 用 定理 
1.30. 事实 上 ， 由 于 该 例 中 的 Gibbs 现象 (LH 1.5 和 图 1.6 )， 其 傅 里 叶 级 数 不 
一 致 收 数 


定理 1.30 的 证 明 ”为 简单 起 见 ， 仅 假设 /一 次 可 微 , 在 此 条 件 下 证 明 该 定理 
第 1 步 , 证明/ 的 传 里 叶 系数 与 六 的 相应 传 里 叶 系 数 之 间 的 关系 ; 如 果 


= > ün cos(nz) + bn sin(nz) 和 f(s) = a, cos(ar) + HW sin(nz) 


n 





my 
at 
an = Re (132) 
-p 
m= (1.33) 


要 确立 第 1 个 关系 式 ， 需 要 用 分 部 积分 计算 zm 的 积分 式 (定理 1.2); 


1 T 
=- Tia f(z)cos(na)} dr 
ifn P(e Se ur 
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由 于 sinn7 = sin( 一 nn) 二 0, 所 以 上 式 右边 第 1 项 等 于 0, 上 式 右边 第 2 项 为 一 如 
这 里 的 乓 是 站 的 健 里 叶 正 弦 系 数 ,重复 这 一 过 程 [这 次 令 dv = (sinnr)/n Alu = 
得 ; 


有 
一 二 we xT)cos(nz) 
arn, 


RE AWS F 08 fr? ， 刚 (132 ) 式 得 证 .01.33 } 式 的 证 明 过 程 与 (1.32 ) 式 的 类 似 ， 
WR FY ESE, 则 里 和 六 都 将 以 某 个 数 好 为 界 ( 事实 上 , 根据 Riemann-Lebesgue 
BIE, 4n—soolt, a Ab akato) 因此 ， 利 用 (1.32 ) tH 133) RA: 


M+M 


> lanl + lbn |= y eal t lon p >> -= 


n=l n=l 


根据 级 数 的 积分 检验 法 则 , 该 级 数 有 限 ( 例如 , 由 于 用 PAR, NAE /n? 
有 限 )、 于 是 ， 定 理 1.30 的 证 明 可 由 如 下 的 引 理 得 到 。 





引 理 1.33 设 
f(z) = on 十 D ay, cos(kr) + by, sin(kz) 
k=l 
这 里 

> A 十 lbg] < oo 

k=l 
WF UT ER — BERT RT PA f(r) 。 
证 明 首先 要 估计 

|as cos(kx) + by sin(kr)| < |ar| + lbr] (134) 


( HF [cosé|,|sint] <1, WARSZ) FE, fT REE rah 
FEE Dy [Gel + b MRE. 更 进一步 ， 令 
N 
Sn (x) = ao + y ap cos(kax) + bk sin(kz) 
k=1 


f(z) — SNT) = an 十 》， ak cos(ka) + bx sin(kr) 
k=1 
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N 

一 (« + y aj, cos(ka) + by aa) 
k=1 

w Rk = N PARRES, AEA: 


f(z) - Sy (a) = 》 ap cos(kr} + by sin(kx) 
k= N+) 
根据 (1.34 ) 式 ， 对 所 有 z， 均 - 至 地 有 : 


oc 


Ife) -Snæs $, joel + bnl (135) 
k=N+4+1 
ER, BUS, |ak| + liik, ABER EMKN ， 则 该 级 数 的 末 项 能 够 
任意 小 - 所 以 , 给 定 e > 0, 总 存在 整数 Rn > 0, EBEN > No. 那么 Woy lak 
+ lbel <e, W (135) REA: WAANS, N > M, Jie) - Snia <e. 
NARRGT 2, RMF Eeo lal + be UHRA. EE, Swie) -Buik 
这 就 完成 了 引 理 1.33 和 定理 1.30 的 证 明 。 


1.3.5 FHS 


正如 上 一 节 指出 的 那样 ， 如 果 7 ESE, UE So) AE Ah, SU oP eR 
WF fle) ( 收敛 于 该 点 左右 极限 的 平均 值 ) BO RAR BURA A eo 
的 地 方 ， 也 许可 以 在 更 弱 的 意义 上 ， 例 如 ， 依 z 收 伍 COR Rae). AS 
里 叶 级 数 的 志 收 敛 。 同 样 ， 首 先 要 在 本 节 表 述 和 证 明 周期 为 2r 函数 的 结论 ， 然 而 该 
结论 在 其 他 区 问 上 也 成 立 (用 任意 实数 a 代替 x ， 并 应 用 区 间 [--e,qj 上 和 傅 里 叶 级 数 的 
适当 形式 )。 

首先 ， 我 们 要 回忆 第 0 章 有 关内 积 空间 的 一 些 定义 。 这 里 研究 的 空间 号 
V = 72([-7,7])， 它 由 所 有 平方 可 积 函 数 ( 如 /|f(2) dz < comers ) 组 成 。 
V 是 内 积 空间 ， 有 如 下 内 积 定义 : 





a= f foe 
FRB LTEN 

If? =f ffe)? 
请 特别 注意 内 积 空间 上 两 个 重要 的 不 等 式 ， 





Sh eh oa 
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(fav < Fial lf +ol < si + Tgl 
第 | MARA Schwarz 不 等 式 ， 第 2 个 称 为 三 角 不 等 式 . 
S Vy fh {1 cos(ke), sin(kz),k = 1， 太 } 张 成 的 空间 “和 式 


N 
co + 5 cp cos(kr) + dy sin(ke} 
k=l 
AYN LW—-PIH, RE, Md HERE. BPR? |-a,0, + 
N 
Fwfz) = ao 十 > ar cos{kz) + b sin(ka] € Vy 
k=1 
Hy f ES OT Ra UA oy A Oe HEP 1.2 BA MY, 定理 1.2 证 
明 过 程 中 的 关键 在 于 ，&x 和 凡是 由 f 在 cos(kz) 和 sin(kzx) 张 成 的 空间 上 的 正 交 投影 
得 到 的 ( 见证 明 结 尾 的 注释 ) 因此 ，fw 是 7 在 空间 Vy 上 的 正 交 投影 . ERI. fyi 
空间 Vw 上 已 意义 下 最 接近 于 f 的 元 素 。 我 们 将 上 述 讨论 总 结 为 下 面 的 引 理 。 
引 理 1.34 设 f 是 空间 VV = 严 ([-7 对 的 元 素 ， 令 1 是 由 flcos(kz],sinfFz)， 
1k ON} 张 成 的 线性 空间 。 今 


N 
f(a) = ao + ` az cos(kax) + by sin(kz) 
kzl 


BAY On Al On BE fA eM fe EZV LR ee Tf CE, A: 
|f -fallr: = min I- gllez 
本 节 的 主要 结论 总 结 于 下 面 的 定理 中 
定理 1.35 ERZEL -r ahn. S 





N 
Pr 人 = oo 十 5 ap cos(ka) + by sin(kz} 
k=l 


IX LAY Ce A ES BEME, PF L-a hd E, N otf, 
lfs- Fle: +0. 
对 于 情 里 叶 级 数 的 复数 形式 ， 定 理 1.35 也 成 立 。 


定理 1.36 BJE Lr r Hn, 其 ( 复 ) 傅 里 叶 系 数 为 ， 


1 —int 
“fe di neZ 
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MN — oo 时 ， 部 分 和 
N 
In) = > oye 
k=-N 


HEL? (i-r, rl) ERAF f 
fl 1.37 


ASML OH PTRAR ATL EMLY BK (AAFP RRHAAKTEA 
所 不 同 )， 因 此 ， 本 章 每 个 例 于 中 函数 的 情 里 叶 级 数 都 依 和 平均 收敛 

证 明 ”定理 1,35 与 定理 1.36 HLM KL. 这 里 只 证 明定 理 1.35 

证 明 包 括 两 个 关键 步骤 第 1 步 (下面 的 引 理 ) AA, Lae) eM Lee 
函数 ， 均 可 以 依 上 2 范 数 ， 用 一 个 分 段 光 滑 的 周期 函 教 0 逼 近 第 2 步 [ 定理 1.30) 
表明 ，0 的 情 里 叶 级 数 可 以 一 致 地 逼近 ( 当然 是 依 志 2 通 近 )、 首 先 由 下 面 的 引 
理 开始 . 


引 理 1.38 3( 一 7,7]) 空 间 上 的 函数 可 由 一 个 半期 为 2 的 光滑 血 数 任意 遂 近 . 

沪 引 理 的 严格 证 明 超 H+ 了 本 书 的 范围 ， 但 是 ， 我 们 溃 以 纵 出 该 引 理 为 什么 成 立 
的 志 观 解释 通常 L2([-7,7]) 空 间 上 的 元 素 了 是 不 连续 的 ， 即 使 它 本 身 连 续 , 其 周期 
延 拓 通常 也 不 连续 . 证 明 的 基本 思路 就 是 将 了 的 连续 部 分 连接 起 来 ， 变 成 一 个 光滑 耳 
数 9。 这 可 以 通过 图 1.18. 图 1.19 和 图 1.20 来 涪 明 。 图 1.18 是 三 {[ 一 天 可) 空间 上 一 个 
典型 元 素 了 的 图 像 ， 其 周期 延 搞 见 图 1.19、 图 1.20 就 是 将 /的 连续 部 分 连接 起 来 后 形 
成 的 连续 国 数 9 的 图 像 。 通 过 把 线条 间 的 接头 处 适当 平滑 ， 可 使 9 成 为 光滑 冰 数 。 由 
丁 f 的 延 拓 具 有 周期 性 ， 因 此 也 可 以 使 9 成 为 周期 函数 . 








图 1.18 hA RR 


74 小 波 与 情 里 时 分 析 基 础 




















3 5 T TT T 
$F | 
BAL j 
‘| | 
1.54 4 
i} J 
0.54 J 
or + + 二 一 | 
“ost -3n -1 T 3n 
-| 
一 ] .5 te 1 
-3 -2 -1 0 1 2 3 


图 1.19 FEER EH 








图 1.20 ”连续 函数 gy 对 了 的 通过 


除了 连接 了 的 线段 外 ，9 的 图 像 同 f 的 图 像 完 全 重合 . 由 于 每 个 连接 线段 在 z 方 向 
上 的 宽度 非常 短 ( 通过 增加 连接 线段 的 斜率 )， 因 此 在 瑟 范 数 意义 上 、 可 以 使 9 非 党 
KETI- 习题 27 会 更 详细 地 探讨 这 些 问 题 。 

下 面 完 成 定理 1.35 的 证 明 . 利用 引 理 1.38 和 定理 0.10, 对 于 任意 e > 0, 存在 可 
PUA RR, E: 


lf — gl <e (1.36) 
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Ap 


N 
gn(2) = eo + 》 Ck cos(kx) + dy sin(kz) 
k=1 


这 里 的 上 和 上 四 分 别 是 9 的 博 里 叶 余弦 级 数 和 正 弱 级 数 , 由 于 9 是 可 微 的 周期 函数 ,， 央 
EIAHA gË- BOEN g {利用 定理 1.30) 通过 选择 足够 大 的 No. 使 得 当 N > No 时 ， 
对 于 所 有 的 x € [r,r], 5 lol) gn) <e, 所 以 


lo - onl? -f ie) -ovo de < f edr N> M 
= Ine? 
Baa : 
lg — gn|| < V2re 
把 上 上 述 估计 与 11.36 ) 式 结合 起 来 ， 得 到 : 
|f -gs|=|f-gt+g— gn] 
SIF -gil + l9- gnili -ARFER } 
<etVa2re N > No 
HFYR NAT, on Æ sinlike) Aicos(kz) HEA, Alton BT Vy. MAC 
证 明了 fy aS TA) Vay LAK RE SLR LSE 1.34 )、 因 此 有 结论 ， 
If — Jil < lf gn] < (+ vane for N > No 
由 于 < 可 以 任意 小 ， 因 此 定理 1.35 HE, 
定理 1.35 和 定理 1.36 的 推论 之 一 ， 是 下 商 著 名 的 Parseval 等 式 、 我 们 将 分 别 表 
述 其 实数 和 复数 形式 。 
定理 1.39 Parseval 等 式 一 一 实数 形式 . 设 








Oo 


F(t} = ao + Sa cos(kz) +d, sin(kz) € L?'—a,al 
k=l 
那么 
1 T ， oo 
;ff as = 2af + (137) 


定理 1.40 Parseval 等 式 一 一 复数 形式 . 设 


Ea i 
= $ age € 天 [mr 可 


k=-00 


76 DE 5 FEB Pt op ip aR ak 


wifi = 5 =f fle (x)|? dz = y larl? (1.38) 


k=- 


Byte, FE ma Sg, A: 





20 


1 LF aoc 3 


注释 。 信号 的 到 范 数 通常 解释 为 信号 的 能 量 . 其 物理 解释 是 ， 信 号 傅 里 叶 系数 
的 平方 可 以 度量 相应 频率 分 量 的 能 量 ， 因此 ，Parseval 等 式 的 物理 解释 为 ， 信 和 号 的 总 
能 基 是 各 频率 分 量 的 能 量 之 和 ( 见 例 1.41 )- 


证 明 只 证 明 复数 形式 的 Parseval 等 式 ， 实 数 形 贞 前 证 明 与 之 类 他 . 
首先 证 明 (1.39) 式 ， 在 (1.39 ) 式 中 邻 =g， 即 可 得 到 (1.38 ) 式 、 


EA 
er 
N 
fle) = So one 
k=-N 
N 
gn(2) = y Bare? 
k=-N 


Sy BY f AL g E RARR A, FEE 1.36, EL m EE, N -oo 时 ， 
jy 一 J，9N 一 9。 丁 是 有 : 


(fn.gn) = p ape”, D Ba ett) 一 p y One tka einz) 
n= 


-N n=-N 
HF {e/V Zm k = 1,0,1 RERA, Mk= nit, (ee) = 27， 
GEA nat, (el, ns) = 0. 因此 有 : 
N 
(fy, gn) = 5 Onne ine ent) = 20 È Onla 
n=—N 

如 果 能 够 证 明 ， 

(fn ,9N} > (fg), 24 N — okt, (1.40) 


那么 只 要 令 N 一 o0， 就 可 以 得 到 (1.39 ) 式 。 
要 证 明 (1.40 } 式 ， 巾 
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Kg- (fn, 9n)| = |{(f,9,) — (fg9N)) + (fg) — (fw, gn) | 
< g gm) + lf — fv gw)| 
< [fll lle ~ axl + lf — Fal lox | 
其 中 景 后 一步 可 由 Schwarz 不 等 式 得 到 : HELE, Ifs- iilt, 
ig- gn || > 0( E 1.36) “YN > oof, 上边 不 等 式 的 右边 收 敏 于 0, 因此 (1.40) 
式 得 证 . 
注意 ， 如 果 (1.38 ) 式 右边 的 级 数 在 其 个 入 处 截断 ， 则 等 式 右 边 只 会 变 小 ， 于 是 
有 如 下 不 等 式 : 


x 1 
Qe + 2 
| < ll 
这 就 是 著名 的 Bessel 不 等 式 ， 
例 1.41 


如 前 所 述 , Parseval 定理 解释 为 ,信号 的 总 能 量 是 其 情 里 叶 谐 波 分 量 的 能 量 之 和 . 
在 例 1.9 Y, RIAR, BA f(r) =2, -T <r <This, 
b=2-1" n, H (13AT: 

1f7 3, 4 


RAGA AMR, REBRA A, TR: 


Sag 
z= = 
an 6 


该 和 式 的 另 一 种 计算 方法 见习 题 18 ， 

1.4 习题 

L 在 区 间 -x 7 7 上 ,将 函数 1{z) = 王 展 开 成 傅 里 叶 级 数 、 画 出 了 以 及 
N= 1, 2,5, 7 时 ， 傅 里 叶 级 数 的 部 分 和 


N 
Sx(z) = y ap cos(kx) + be sin(kr) 
k=0 
的 图 像 、 观 察 部 分 和 5w 的 图 像 与 的 图 像 的 接近 情况 。 对 区 间 一 2r <2 < 2r 重 
复 以 上 过 程 。 


78 小 波 与 傅 里 叶 分 析 基 础 


2 WRE-1<7<1BSbM. WER-1<2<1h, HRAT) =o RAR 
ee. IER -1< 2c <1 和 -2 x<2 上 , 画 出 f 以 及 N = 1, 2, 5, 7H, 
傅 里 时 级 数 的 部 分 和 
N 
y ap Cos(mkr) + bp sin(rkz) 
k=0 

的 图 像 - 

.在 区 间 0 <2 srk, HAR) = 展开 成 傅 里 叶 余 弦 级 数 . 

， 存 区 则 0 < 2 <1, BRS) = 六 展开 成 傅 里 叶 正 荡 级 数 。 

， 在 区 间 0 < x Sok, HERU) = 天 展开 成 埔里 时 余弦 级 数 . 

， 在 区 间 0& e <b. om = cB ARH Fae. 

.在 区 癌 -r 近 zz 和 rz 上， 将 函数 Jr) = |sinz| 展 开 成 埔里 叶 级 数 

. EP RK 


om Rm Oo A w 


1 —1/2<z < 1/2 
wh E aicci 
展开 成 区 间 一 1 < x 1 上 的 傅 里 叶 级 数 。 丽 出 f 以 及 NN = 5, 10, 20,408, H8 
里 时 组 数 的 部 分 和 的 图 像 木 题 中 级 数 收 急于 了 的 速度 要 比 习 题 1 中 的 慢 多 少 ? 本 
EE | ATR AE TB URAL TTA? 

9， 在 区 间 -x acnk, HRPU) = ec RAR BOR, v= 172 时 ， 分 别 画 
Wk ial—a g r <CaHl—-I2n ean, [UAN = 10,20 和 30 时 .和 傅 里 叶 级 数 的 
部 分 和 的 图 像 。 

10. 利用 上 一 题 的 结果 ,计算 区 间 -7 ce <a bk, WAS (z) = sinhz = (er -ez)A2 
Alf (x) = cosh(x) = (e? 十 e7zi72 的 傅 里 叶 系 数 。 

11. 在 区 间 0 <2 x 上 ,将 函数 f(z) = cosz 展 开 成 傅 里 呈正 弦 级 数 ， 

12. 证 明 


1 
/ cos(2nmz) sin(2krz) dr = 0 
0 


13. 证 明 

E eosL 1 cos( 2"), 7 sin( =) 1 Irt 

"Va a Va Va = Tas 
EL (aa) LAE KKE, GEER 1.4。 

14. 证 明 引 理 1.16 和 定理 1.20. 





人 av sr E OVE + Y: ETT r 


了 了 了 一 
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5. SFr) EEM 


ofi -1/2<z<1/2 
wh i aci 


的 情 里 叶 级 数 ， 确 定 区 间 一 1 < x <1 EF (2) 的 精确 值 。 

16. WRS CERHO < r <& a 上 连续 , 证 明 其 周期 偶 延 拓 处 处 连续 。 其 周期 奇 延 折 也 
处 处 连续 吗 ” 要 使 此 命题 成 立 ， 还 需要 什么 条 件 ? 

17. 考虑 句 齿 波 函 数 和 其 傅 里 叶 级 数 【 见 例 1.10 ) | 
Ca) 利用 本 音 的 收 合 定 理解 释 为 什么 饮 齿 波 湖 数 的 依 里 叶 级 数 遂 点 收 合 于 该 函数 。 
(b ) 利 用 (a ) 证 明 





2r 
k=0 
18. 在 习题 1 F, A r KE-rs rsr ARS) = ?2 的 情 里 叶 级 数 。 解 释 一 下 
为 什么 该 级 数 在 [-r,z] 上 … 致 收 敏 于 z2 。 利 用 此 结论 , GEIS = Bae 
示 : 在 z = 处 会 发 生 什 么 9 】 
19. 画 出 下 列 函 数 的 传 里 叶 级 数 的 草图 ( 两 个 周期 的 )、 说 明 各 函数 的 傅 里 叶 级 数 是 
否 ~- 致 收 合 (不必 计算 出 傅 里 叶 系 数 )。 
(a) f(z)=e", -l<x<¢l 


(b) fle) = t 1/2 < z <1/2 


ae = 8 


0 -l<2<-L/2Rij2<zr<l 
(co) f(t)=a-2?,-1<2<1 
(d) f@@)=1-27,-lee<t 


(e) f(z} =cosr+|cosz|, -reg sr 
siaz -TEEST £#0 


(f} ma- 1-0 


20. 对 于 习题 19 中 的 每 个 函数 , HAE Tae EO I a ee A A a oe a ( 相应 
的 半 个 周期 ) 是 否 在 整个 实 轴 上 ( -ea < xz < 00) 一 致 收敛 
21. 如 果 下 的 周期 为 27， c 为 任意 实数 ， 证 明 ， 


[~ F(z) dz = 三 P(x) dz 


提示 : 利用 变量 代 换 z = + - 条。 然后 利用 本 题 ， 证 明 引 理 1.3。 
22, 如 果 f 是 区 间 [-z,7] 上 的 实 值 偶 函数, 证 明 其 复 精 里 叶 系数 为 实数 。 如 果 / 是 区 间 


-Gm a RS 
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[一 区 ,各 上 的 实 值 奇 丽 数 、 证 明 其 复 傅 里 叶 系 数 为 纯 虚 数 ( 即 实 部 为 0 ) 

23. 设 了 连续 可 微 [ 即 对 于 所 有 的 x, 六 (连续 ] ， 周 期 为 ?r， 不 用 定理 1.35, 证 明了 的 
(ERM RR POF RIM. Fes: 利用 f 的 傅 里 叶 系 数 和 所 的 情 里 叶 系 数 ( 在 证 明 
定理 1.30 的 过 程 中 给 出 的 ) 之 间 的 关系 : 

24, 由 定理 1.8 可 知 , ARRAS EL Ra SAEN. 还 需要 什么 条 件 才能 保证 偶 
BOBS AREER RG OO? 给 出 满足 这 -附加 条 件 的 隔 数 的 例子、 

25. 设 存在 一 个 非 负 数 序列 {3 }， Ay. MWS. tan, bn REL: 


lanl, Is, | S Mn a 对 所 有 的 n 20 
证 明 如 下 级 数 在 -oo < x < co | — BU 





mm 
ao + y an cosine + b, sin nz 


n=l 
26. 证 明 元 限 区 间 上 如 下 形式 的 Riemann-Lebesgue 3|. if fia St < oo 上 的 连续 
函数 ， 且 J。 Oldi < oo ， WE: 
lim F f(tjeos nt dé — da f ft)sinntat = 0 


提示 : Hea St < oo 分 为 两 个 区 间 a <t MAM <t< co, 存在 一 个 足够 大 的 
M, Ey (| dt<c/2; 将 通常 形式 的 Riemann-Lebesgue 引 理应 用 于 第 1 个 
KM. 

27, 本 题 用 一 个 特殊 的 函数 来 探究 引 理 1.38 的 证 明 思 路 。 今 


0 Ogitsl/2 
f(t) = / 
1 1/2<t<! 


WEI<d < 1/2, > 
0 0<t<1/2—8 


gpi ={ -pti 1/2-F<t<1/2+6 
1 2+é<t<l 


BEARS 二 0.1 时 gi 的 疼 像 . ERA Ont, If 一 gleo 90, ER, go 
为 连续 函数 ， 但 不 可 微 。 你 能 修改 色 的 定义 ,使 9 属于 C1 (一 次 连续 可 昌 ) A 
满足 fm [Lf - gaile] = 0 吗 ? 

28. 本 题 将 解释 Gibbs 现象 ， 该 现象 在 间断 点 附近 表现 得 比较 明显 。 我 们 将 考察 在 区 
间 -n <t < x 上 的 函数 





PP FE ED a PE ee ma n 
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m-t O<t<n 
odt, -r gi<O 


的 博 里 时 级 数 的 Gibbs 现象 ( 见 图 1.21, EPA f RA ARM ER ;。 
请 完成 下 列 各 项 证 明 








图 1.21 Gibbs 现象 
(a) 证 明 / 的 傅 里 叶 级 数 为 ; 


N o, 
le) = 29) 人 
BN oN Fem f(t) 5 AAT SORA NBSP ze POR SEA, 
“NBER, INK KIEAKT 0.5， 即 呈现 出 Gibbs 现象 。 
Ce) HERA g(a) = 2nPy (x), 这 里 : 
Px iz) 一 = G 十 cosz + cos Na ) 
_ 1 sin(N + 1/2)z 
~ 27 sin(z/2) 
(d) 证 明 fy = mr/(N+1/2) 是 x = OR AM, onto 1 个 临界 点 。 
(e) 利用 微 积分 的 基本 定理 和 !3 )， EH: 


由 引 理 1.23 
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er sin(N + 1/2)x 
medj i ET 


Cf) 证 明 ， 
提示 : 进行 变量 代 换 9 = (N 十 172jz ， 再 利用 1 Oat, sin t/t > 1. 
Cg) 通过 估计 积分 值 , 证 明 : 
sin 


af SNT in — m a 0.562 
0 T 


Alm, SNEK, Gibbs KARAHAN Me SRS ZRH 0.562 
29. 利用 Parseval 定理 和 习题 PERAR, RAB ath. 

下 面 的 两 个 习题 需要 用 符号 计算 语言 (如 Maple a MATLAB ) 来 计算 傅 里 叶 系 数 。 
30. FEKK: 


fiz)= eee (cos 2x + 2sin 4z + 0.4 cos 27 cos 407) 
n 取 什么 值 时 , 傅 里 叶 系数 of 和 术 m) 是 显著 的 { 即 绝对 值 大 于 0.017 为 什么 ? 
计算 到 n = 50 时 的 a(%%) 和 b(n)， 看 看 你 对 的 判断 是 否 正确 。 曾 出 直到 n = 6 时 
的 部 分 和 的 图 像 ， 并 与 原 消 数 f(x) 的 图 像 进行 比较 。 
31. 考虑 函数 : 








giz) = ew /8 (cos 2a + 2sin4z | 0.4 cos 2x cos 10x) 


计算 直到 六 = BHR MMA, Tee RAE) 0.01 的 健 里 叶 系 
数 后 , MPR 4 AS St Ss ag HER 选取 不 同 的 容 限 值 ( 不 为 0.01 BY). 
然后 重复 上 述 试验 。 
余下 的 习题 是 把 情 里 叶 级 数 当做 解 本 章 开 始 时 所 述 的 偏 微分 方程 的 工具 。 

32. 求 解 如 下 的 热力 学 问题 : 


Uy = Urg t>0,0e2r<l 
afl, r) =r- r? 0O<z<l1 
u(0,t) = uf1,¢) =0 
33. MRA FRU, t) =A Mull.) = BR (B, AMBRE O) 则 必须 
修改 例 1.14 给 出 的 步 又 以 解 下 面 的 热力 学 方程 : 
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Uy = Upp t>0,0<¢2<1 
ulz, t} = f(x) Oz 人 tl 
u(0,t}=A ul, t) =B 
4y La) BBR, ALO) = A, LO) =B, gået = uzi) - La), E 
明 色 是 下 列 问题 的 解 
家 二 让 00gzgl 

a(a,t)=f()-L) oszskl 

a(0,t)=0, a{(1,t) =0 
PHR 1.14 给 出 的 解 题 方 法 ,可 以 得 到 上 述 热 力学 方程 的 解 六 。 原 热力 学 方程 的 
u, TARERE t) = tr, t) + Lea), 

34. 参考 上 题 的 解 题 步 骤 ， 解 下 面 的 热力 学 方程 : 

ty = Uge t>0,0g2<1 
u(0,2}= 2-27 O<zr<1 
u(O,f}=2, uft,A)=1 

35. 热力 学 方程 的 另 一 个 重要 的 表达 形式 为 如 下 的 Neumann 边界 值 问题 ， 

th, = Uer t>Q0¢2€1 
u0, z) = f(x) O<ar<l 
u,_(0,t)=0, uz(1,t} =0 

该 问题 代表 OO EMRAZHE, BE, u(r RREME ERE Als ah 
温度 。fz) 表 示 z 点 处 的 初始 温度 (在 ! = 0 时 刻 )。z + 0 和 zx = 1 处 的 边界 条 件 
uz 二 0 的 物理 意义 是 ， 在 端点 处 没有 热量 溢出 ( 即 圆 棍 在 端点 处 是 绝热 的 ) A 
用 本 章 开始 时 描述 的 解 题 步 又 ， 证 明 该 问题 的 通 解 为 ， 


x 2 
> ake EO t cos(krz) 


k=0 
这 里 的 只 是 了 在 区 间 0 < x < 1 上 的 健 里 叶 余 弦 系 数 。 利 用 该 公式 ,计算 当 
fiz) = 2 一 5 时 的 解 ， 此 时 0 < E <1, 
36. 本 题 的 目的 是 证 明 Poisson 公式 : WREE- < t sr 上 的 分 段 光 滑 两 数 ， 刚 


ur zf t l-rd 
PT On dese Hr TE (1.41) 


MFO<r<l, 0 < < Qn, EFRA + y? = 1 上 ( 极 坐 标 形式 为 : <1}, 


rr Te nT pe ET 
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解 Laplaces 方程 ; 


Au = Uys + tyy = 0 (1.42) 


边界 值 为 utr = 1,9) = f(b), 一 7 SO sr. 按照 下 列 步 又 , 就 可 得 到 Possion 公 


a) ER wir, y) = (z +i)", n =0,1,2,--- 2 Laplaces 方程 的 解 。 利用 复 


数 表 示 法 z =ctiy, RRA WB Hul) = 2” 


b) EHTE E y Anz" 的 有 限 和 式 是 Laplaces 方程 的 解 。 证 明 ， 对 于 
[zi = 工 ， 如 果 无 限 级 数 7 _oo 4a” (WIN| 一 oo ) 一 敏 绝对 收 敏 ， 则 在 
{|z| < 1} 上 ,该 无 限 级 数 也 是 Laplaces 方 程 的 解 ,以 极 坐 标的 形式 z = ret 5 


出 该 函数 。 


c) 为 解 Laplaces 方 程 ， 我 们 必须 找到 形 如 ur 内 = Aar le ufr, 的 ， 
边界 条 件 为 7r =1. 册 = (OR. WEA, DURA 是 了 的 复数 形式 的 傅 里 


时 系数 ， 则 边界 条 件 满 足 。 
(OAR AS GEA, 如果 了 为 实 值 函数 , MAn = An 利用 
论 ， 可 以 将 上 一 步 的 解 写 做 ; 


sno sere f g a fas ure in(o—t)) || 


e) 利用 等 比 级 数 公式 ， 将 上 “- 步 的 解 写 做 ; 
ine) =a PD 
这 里 : 


(f) 将 Pp 重新 写 为 ; 


o2 
P(r,u) ivr 


1 —2rcosu+ r2 


AKER RAT uA, ATLAS (1.41) 式 。 
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本 章 将 详细 地 结论 博 里 叶 变 换 及 其 道 变换 偿 里 叶 变 换 可 以 看 做 是 健 里 叶 级 数 
的 连续 形式 ， 傅 里 中 级 数 把 定义 在 [一 7, | 十 的 信 叶 分 解 为 频率 为 整数 倍 关 系 的 谐 波 
分 量 组 合 . 相应 此 , 傅 里 叶 变 换 将 一 个 无 限时 宽 的 信号 分 解 为 频率 为 的 一 系列 频率 
分 其 , 其 中 入 可 以 是 任意 实数 ( 甚至 是 复数 ) 不 仅 傅 里 叶 变换 本 身上 共有 重要 的 意义 ， 
而 且 本 意 所 讨论 的 具 容 对 于 后 续 章 节 中 小 波 的 构造 也 是 非常 重要 的 。 











2.1 傅 里 时 变换 的 通俗 描述 
2.1.1 MBER 


ART Bett TEENER Re Be aR eB EX ieee 

为 得 到 傅 里 叶 变 换 的 具体 形式 ， 首 先 痢 虑 定义 在 WI S eal 
级 数 展开 , RS UEFA. 由 定理 1.20 (Sa 一 1 可 知 ， "gee -l s i 上 
的 抑 数 有 如 下 形式 的 傅 里 叶 级 数 : 


20 
r) = y apet”! 


n= -700 





其 中 ， 


1f inat 
—ingt/l 
On ol Í Jite dt 


Hee fe IPRS EAS ! 趋 于 无 穷 , 观察 此 时 上 面 公式 的 变化 -将 am 
的 表示 式 代 人 前 面 的 和 式 ， 得 到 : 


J(e) = lim | » (3 | fem a) cost 


tna(x—t) fl 
-imf $ 2 af fWe a 
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BEEBE EEN AREER BRS BIER. 为 此 , Gan =F, A= 
Anti 一 » RNA: 


f(z) = fim, $ EL F (ther dt] A (2.1) 





4 
ay izt) 
j=] He ” dt 
则 (2.1 ) 式 中 的 和 式 为 ， 
》 ROJA 


上 式 类 做 于 积分 三。 RO ARRE ARKEL ATES, ANF 0, 这样 A》 
就 成 为 积分 式 SS, FA) dA aS dA 。 所 以 (2.1 ) 式 变 成 ， 


= lim Lr HA 
I 


Hio oft, F(A MRA tf FeO dt. REA: 


一 iX(x—L) 
On aan di da 


=- J ° (= f j gige at) etg (22) 
将 圆 括号 中 的 部 分 记 为 认为 ， 好 ; 


1 > -it 

= z. Jei dt 
FRSO 称 为 了 的 傅 里 叶 变换 〈 的 复数 形式 )， 于 是 (2.3 ) 式 成 为， 

-L zl. T PNPA 


BT ERRAR T) 袁 示 为 其 傅 里 叶 变换 的 积分 形式 ， 所 以 通常 称 上 式 为 傅 里 时 逆 
TRR. 
上 面 的 论述 概括 为 如 下 定理 。 
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定理 2.1 SREATH, 且 f [flat < 00, WE: 


f(z) e* dd (23) 


-zl fu 
其 中 函数 /的 傅 里 叶 变换 OA) 由 下 式 给 出 ， 


Fla) = se [Sloe Ma 
由 十 没有 对 其 几 个 关键 步 又 进行 让 明 , 例如 积分 FOO dA AONE, 所 
以 以 上 的 讨论 是 不 严格 的 、 同 讨论 傅 里 上 时 级 数 时 { 见 定理 1.28 ) 的 情况 类 似 ， 若 函数 
f(z) 存 在 间断 点 ， 如 阶梯 函数 ， 那 么 间断 点 处 的 值 用 其 左 、 右 极限 的 平均 值 [ 即 
(f(z 十 中 十 f(z 一 0))/2] 代 替 后 ,上 式 仍然 成 立 。 关 于 这 些 结论 的 池 格 证 明 参见 附录 A 
为 使 傅 里 叶 变 换 扩 A) 有 意义 ,定理 2.1 中 的 假设 LS (Plat < oc 是 必需 的 ， 
Ep; 





A 1 oo 
LFA) S zj. je tti de 
(t)|dt since je~*| = 1 
-二 | 
< 00 


与 傅 里 时 级 数 的 比较 ， 函 数 了 的 傅 里 叶 变换 的 复数 形式 及 其 相应 的 道 变换 ， 类 似 
TKE- srs i LRS KEETA SER: 


= 》 fhet? (24) 


n=- 


其 中 ， 


i 
faa x [$e Pa 
(8 eae Rah ( 2.3 ) 中 的 变量 和 所 起 的 作用 与 '2.4 ) 式 中 的 琴 是 一 样 的 ， (2.4 ) 
式 中 "从 -oo 到 oo 的 求 和 . 由 (2.3) 式 中 从 ~oo 到 oo 的 积分 所 取代 。 也 就 是 说 ， 
由 所 入) 式 中 的 积分 取代 了 所 式 中 的 和 式 ， 所 在 [i, 1 EBRIO], 0) 
上 的 积分 类 似 。 傅 里 叶 级 数 展 开 中 的 访 表 示 了 频率 为 mn 的 分 基 ， 同样 地 , 傅 里 叶 变 换 
中 的 成 人 表示 了 频率 为 和 的 分 量 。 如 果 责 数 / 是 定义 在 有 限 区 间 上 的 ， 则 了 的 傅 里 叶 
级 数 就 是 将 分解 为 频率 离散 的 各 个 分 量 ( 即 疡 ，" 包括 全 体 整 数 )。 对 于 定 文 在 无 
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限 区 间 上 的 函数 ,分量 间 前 频率 是 连续 变化 的 ， 即 定义 在 全 体 实数 上 ,为 更 好 地 理 
解 以 上 的 讨论 ， 请 见 下 面 的 几 个 例子 . 
2.1.2 iF 
il 2.2 


计算 图 2.1 AGERE P HT ER, 


1 -TELST 
0- a 


我 们 得 到 be -at = f(t)(cosAt — isin). RAS AB HM, 所 以 f(t) sin(At) 
AF BR, MRCARATMLMRPA O B, FOB rR RHA, 


fo) = 万 广 F(E cos( At) dt 



































= zz | o dt 
加 V2sin(Ar) 
= ey 
如 图 22 所 示 , 
2 — re — T rn 
1.5} 
1L 
O5- 4 
° x x | 
osl. 
-1 一 4 — ven 
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 
图 2.1 EER 


TT Tm pdb 
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i) a 0 4 G gg 10 
岗 22 RAS E 
MADE, PEMA ARETHA 的 分 量 - 在 本 例 中 ，7 为 分 段 常量 所 
数 。 因 为 常量 代表 零 频 ,因此 可 以 预计 而 久 的 最 大 值 出 现在 等 于 0 附近 了 的 图 形 
清楚 地 说 明了 这 点 


例 2.3 
A 
cos3t —7T< EST 
i 
wfe 
(A23) 


由 于 ,是 偶 函 数 ， 所 以 其 博 里 时 变换 只 有 余弦 部 分 : 


f= 去 | f(t)cost At) dt = se fst cos{3t}cos{ At) dt 

T 
hme ge EDM RT MHAP SAMAK, Su = 3tfru=M, KG 
积分 ] 。 


cos(u + v) = cosu cosy — sin usin u 


cos(u — v) = cosu cost +sinusinv 
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ayy, V3AsinfAr) 

1O -x 

如 图 2.4 所 示 

注意 到 其 情 里 叶 变换 的 峰值 出 现在 = 3 和 和 二 一 3 处 , 因为 在 区 间 一 7 所 7 
E, f(t) = cos(34) 的 报 荡 频率 为 3， 所 以 峰值 出 现 的 位 置 当 在 意料 之 中 























15r a So 
1} 1 
0.54 4 
0 
n x 
-0.5} 1 
-1L A 4 
-1.5 1 1 1 | — 
-5 + 3 -2 -I 0 1 2 3 4 5 


图 23 ceosf3i) 的 波形 





14-— ee 一 a T T -一 -r 























图 2.4 cos[3t) 的 情 里 时 变换 


本 
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siny -TEST 
th= 
ro (ore 二 


HTIAF HR, URL RRRA LHD (HRA). HERA: 


N- f 7 Hasiat) dt 


—į T 
= Vin a sin(3t)sin( Xt) dt 


_ —3v2isin(An) 


o T-A) 
例 2.5 
本 例 是 一 个 三 角 波 ， 如 图 2.5 所 示 . 其 表示 式 为 : 


tin -w<t<o 
f(t}={a-t O<t<an 


0 其 他 
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BARJAR, FURR TLR: 


a 


f(A)— = [ f (t)cos(At) di = z fe — t}cos(At) dé 


利用 分 部 积分 得 到 最 终 的 积分 结果 为 : 


jy = [Bose 


个 











Bad 
—— 
一 一 


bo 
—— 
一- 一 上 


a 
— r- 
-一 

















图 2.6 二 第 波 的 博 里 叶 灾 换 


注意 到 例 2.4 和 例 2.5 中 的 傅 里 叶 系 数 ， 当 A ,oo 时 ， 以 1/ 和 2 的 速率 衰减 ， 它 
们 的 衰减 速率 要 比例 2.2 AA 2.3 中 以 1/ 和 的 衰减 率 快 . 例 24 和 例 2.5 的 函数 是 连续 
AY, 所 以 其 傅 里 叶 系 数 衰减 得 比较 快 ,。 同 第 | 章 中 讨论 过 的 情况 做 比较 ， 例 1.9 中 不 
连续 函数 的 博 里 时 系数 on 和 本 以 1/n AREER, 而 例 1.10 中 连续 函数 的 傅 里 叶 变 
RRL 的 速率 衰减 。 


2.2 傅 里 叶 变 换 的 性 质 


2.2.1 基本 性 质 
本 节 将 讨论 傅 里 叶 变 换 的 几 个 基本 性 质 。 首先, 引入 了 的 傅 里 叶 变 换 的 另 一 个 记号 ; 


a 
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FLA) = FO) 
当 讨论 傅 里 叶 变 换算 子 的 性 质 时 .这 个 记号 的 优越 性 就 体现 出 来 了 、 傅 里 叶 变 换算 
子 五 可 以 看 做 是 一 个 映射 , 它 的 定义 域 和 值 域 均 是 定义 在 实 轴 上 的 复 值 函数 空间 。 F 
的 输入 是 一 个 卫 数 ， 例 如 A， 返回 的 是 另 一 个 咕 数 天 [有 | 二 六 即 它 的 输出 - 
类 似 地 ， 定 义 傅 里 叶 变 换 的 乾 算 子 为 


et 
F fle) = =f jie dA 
定理 2.1 RUB FOR eM, 
FOF =F (25) 
因为 
FOF =F ÀE 由 天 的 定义 
l ay ida -lA ` 
=e 人 add 由 的 定义 
=j) RERNI 
下 面 的 定理 给 出 了 健 里 叶 变换 及 其 递 变换 的 部 分 性 质 , 余下 的 性 质 在 习题 中 给 出 : 


定理 2.6 令 / 和 8 是 定义 在 实 轴 上 的 可 徽 函 数 ， 并 且 对 于 大 的 出 ， 有 上 = 0。 
下 列 性 质 成 立 。 


1) 傅 里 叶 变 换 及 其 着 变 换算 子 是 线性 算 子 ， 也 就 是 说 ， 对 于 任意 常数 c， 有 


FU +9] = FIU] + Fig] MF [ef] = FiS] 
FO + al =F U4 F [gl MFO ef] = oF 


2) FIP RRA Sob SM FERAH: 
Fie" FOIA) = FAO} 
(3 ) FARRER FRO 
FIP FOO = 9" SFO) 
(4) n 阶 导数 的 信里 叶 变 换 为 





DUAF, RUA p20 一 - 译 者 注 。 
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FU = AP FLA) 


[其 中 了 中 代表 f 的 n 阶 导数 ]。 
(5) 7 阶 导 数 的 傅 里 叶 逆 变 换 为 ; 


大 -的 = (ity FY) 
6 ) 平移 的 全 里 时 变换 为 ， 
FIFE DA) = em FIA) 
(7 ) 传 里 叶 变 换 的 比 全 性质 为 ; 
A 
FLA) = FFIG) 
(8) Bt < ona PO) =0, W: 
FUA = FLA 
PLI AS OREM, M: 


= f j fe ™ dt 
0 


证 阴 下 面 依次 证 明 上 述 各 条 性 质 。 
C1) 让 于 积分 满足 线性 ， 则 傅 里 叶 变 换 具 有 线性 性 质 , 证明 如 下 : 


Fif+¢(A= 志方 vote mit dt 


-=| io Mat f off et dt 


= FLPMA) + Flo) 


[cf] = ecF 鸭 的 证 明 是 类 似 的 。 同 样 地 ， 可 了 以 证 明 傅 里 时 北 变 换 的 线性 性 质 ， 
(2) (2) SF Se RABE ER, A.: 


FEROA f. t" fe dt 
利用 下 面 的 等 式 : 


tP flde —iAt = (i EUe ye} 
得 到 


一 
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FEROA) = ee (= l. * poar) 


EE EAA EEA EREL 
(4), (5) EL NENEA, A: 


Mig 一 让 
FPO = Fe =f. je Ma 
对 上 式 进 行 分 部 积分 ， 即 
-T vdu 


eo 
j udu = ut 
-it 


Bt, dv=f™, u=e™. UPARE, SAS ERE BIEN f PORE 
Be PORE. BARRE, [foo Aloo 处 消失 、 所 以 不 存在 上 . FR TEA: 


ef fe dt = -r JED 1) 的 元 ale MY at (by parts) 


= af FOO (pe dt 


注意 , 分 部 积分 把 对 f 的 求 导 阶 数 减 控 一 阶 [了 中 成 为 fm-D)], 同时 得 到 一 个 因子 4A。 
把 该 过 程 再 重复 n ~ 1 次 ,得 ; 


l * (n) eth =fi nl ji gà 
gj (eM at = (ia) z 10 tat 
= (iAV FLA) 


H 情 里 叶 逆 变 换 的 相应 性 质 的 证 明 类 似 : 
6). (7) 平移 和 比重 性 质 可 以 结合 成 如 下 的 形式 ， 然 后 在 一 块 证 明 : 








FI bt aA) = eM F LAO) (26) 
这 个 等 式 可 以 通过 变量 代 换 而 获得 : 
F lf (bt — aA) = = i f(bt — oe dt 


-zl Floe 
其 中 第 2 个 等 式 是 通过 变量 代 换 gs 二 村 -a 而 获得 的 [因此 得 到 t= (+a) A 


At sta) as ds 


Tm e ahia 
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= 侍 ]。 右 边 的 指数 可 写 为 : 


-i . 
e MT) e bp its 





从 而 有 
tha ~ hs ds 
Fe 
=o FAG 


(8) 定理 的 最 后 一 条 是 有 关 傅 里 叶 变换 与 拉 普 拉 斯 变换 之 间 关 系 的 ， 从 两 者 的 
定义 可 以 方便 地 排 山 ， 和 留待 习题 中 。 

至 此 定理 全 部 证 明 完 毕 。 
例 2.7 

AAS 2.4 中 的 画 数 来 验证 定理 2.6 中 的 第 (4) 条 性 质 ， 

i(t) = sin -EST 
0 其 他 
其 情 里 叶 变 搁 为 ， 


s 3V2isin(An) 

MA- 
了 的 导数 为 3cos 疆 ， 一 7 所 + 乓 T， 它 刚好 是 例 2.3 所 定义 的 函 教科 以 3， 因 此 ， 
由 例 2.3 的 结果 有 : 


Di 3/2, sin(Ar) 
FA) = oy (2.7) 


由 定理 2.6 中 第 (4) 条 (此 时 n= 二 1 ) 得 ， 


PO safa = aes 


这 与 (2.7) 式 的 结论 是 一 至 的 。 
例 2.8 
本 例 验证 比例 性 质 ， 


FUGA = FFU) (28) 
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4oRb>1, W(t Ast OE RT. Sa EME OBRAT OF. 
B24 Pah BH T VAR BRIER A.: 


sin3t -LİST 
t = 
0 f m 


如 图 2.7 a, f(t B29 KR, EE, f2t) MHA SO 248, 
提高 信号 的 频率 必定 要 展 宽 其 频谱 ， 上 例 中 ，J 提 的 主 频 为 3， 而 了 2H) 的 主 频 


oy 


A6 RAO) 的 最 大 值 出 现在 = 3 处 { 见 图 28)， 而 下 2 的 情 里 时 变 换 的 
最 大 值 出 现在 六 = 6 处 ( 兄 图 2.10), 所 以 ， B2OKHISRR LE, 同时 注 


一 一 一 -一 — 


EA, JAJ Bet fA) MARE 1B, 








135] 
re 


.了 






-14 -12 -10 -Ẹ - 


图 2.8 sin(3e) EE 
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图 
i 


9 sinQGQeyMR, -r/2<t< 7/2 





-1.2 


图 210 sin(6t) MRE eRe 


小 结 一 下 。 当 b > 1 时 ， 以 几何 方式 解释 了 ({ 2.8 ) 式 的 含义 : ASERRE 


缩 . 将 使 得 其 频 域 屋 宽 ， 因 此 站 (入) 的 图 形 得 到 扩展 。 当 0 <b < 1 时 , 信号 /8 在 时 
域 被 展 宽 ， 使 得 其 频 域 斥 缩 ， 因 此 站 和) 的 图 形 受 全 压缩 。 


2.2.2 ” 卷 积 的 傅 里 时 变换 


接 下 来 我 们 研究 在 卷 积 这 算 中 傅 里 时 变换 表现 如 何 。 首 先 ， 给 出 两 个 函数 卷 积 
运算 的 定义 。 
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定义 2.9 假设 和 g 都 是 平方 可 积 函数 ， 则 了 和 9 的 卷 积 六 9 定义 为 : 


fxg)lt j= [fe ng 
(f+ gt) = [te a)git — z) 


CETER Str, REEK RA ). 
PA RR GE E E eG RP ER, 


定理 2.10 设 f 和 g 都 是 平方 可 积 函 数 ， 则 有 : 


上 上 式 等 价 于 : 


Flf +9] = vinf 8 
一 1 a 1 a 
证 明 为 了 得 到 第 ] 个 等 式 ,利用 情 里 叶 变 换 和 卷 积 的 定义 ， 


FIF x gl =f (f+ ge a 


= — — tht 
= =T far f(t-—x)g(ajdze"'™ dt 
BA e = ea-9e-az ， 交 换 积分 顺序 ， 和 


和 [7* 引 以 =f 广 fi re >te gfx) dte da 


Ss=t—a2, 得. 


Ffeglr =f 广 ffs) Je? ds g(zje"™ dr 
右边 可 以 重新 写 为 : 


v= ( Je [tora (gs Poses) 


它 等 于 V27 了 (A) 人 和) (2.9) SEM. 
(2.10 ) 式 的 证 明 应 用 了 (2.9) 式 和 傅 里 叶 道 变换 公式 ， 
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Vaf = 大!1F(f#g) 由 (29) 式 
=f+9 ”由 定理 2.1 
(2.10) 式 证 毕 。 
2.2.3 人情 里 时 变换 的 伴随 算 子 


在 0.6.2 节 中 ,我 们 介绍 过 线性 算 子 的 伴随 算 子 , 其 定义 为 : HTAR ZVA W 
上 的 线性 算 子 了 VW, eB 


(o, T*(w)}y = (Tw), ww 
WT: W 口 六 为 了 的 伴随 算 子 . 下 面 的 定理 说 明了 傅 里 叶 变 换 的 伴随 算 子 就 是 傅 里 
叶 逆 变换 。 
定理 2.11 设 / 和 9 都 是 平方 可 积 的 ， 则 有 ， 
FUL p =F gl) 
证 明 根据 到 空间 内 积 的 定义 ， 我 们 有 : 


Fifa) = | faja 


== | i / ” Hoe deg ada 由 下 的 定义 


- [1 (f ma] dt 


( 通过 交换 积分 次 序 )。 第 2 层 (包含 8 的 ) 积分 的 结果 为 -il9]() ， 因 此 、 
Cbg = f NOF = UF 
证 毕 。 
2.2.4 Plancherel 公式 


Plancherel 公式 表明 了 人 情 里 叶 变 换 具有 太空 间 的 保 范 性 。 
定理 2.12; 设 f 和 9 都 是 平方 可 积 的 ， 则 


(FUL Fl = {fg (2.11) 


rr 
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(FULL F gee = (Aae (2.12) 
特别 地 ， 
IFLA = |F le: (2.13) 
证 明 利用 定理 2.11 和 定理 2.1 AART AEN aA, R: 


(FIL Flr = (AF Fle (定理 2.11) 
=(f,9)n2 (#3221) 


证 毕 。 用 类 似 的 方法 可 以 得 到 (2.12) 式 , 在 (2.11 ) 式 中 , 令 了 = 9， 则 得 (2.13 ) 式 。 


ERE SAIFI = KATER 1.40 中 的 (1.38 } 式 ，| 天 (月 | = 用 用 通常 
称 为 Parseval 等 式 。 该 式 还 有 下 面 的 表示 形式 。 对 于 一 个 定义 在 [一 ,如 上 的 冰 数 六 ， 
令 和 帮办 是 它 的 第 "个 傅 里 叶 系数 (只 是 将 比例 因子 市 172r 变 状 /V38 ): 


Fin) == FO 
(1.38 } 式 可 重 写 为 ; 
[vagal 一 1 


上 式 和 ( 2.13 ) 式 类 似 ,只 是 (2.13 ) 式 是 整个 实 轴 上 的 [2 范 数 ,而 上 式 是 12 和 J2[,] 
范 数 。 在 表示 成 傅 里 时 级 数 的 情况 下 ，Planchere] 公式 表明 在 时 域 计算 得 到 的 信号 能 
量 | 人 ,与 在 频 域 计 算得 到 的 信和 能 量 ||?i?, 是 相等 的 。 





2.3 ”线性 滤波 器 
2.3.1 时 不 变 滤波 顺 


傅 里 叶 变 换 对 于 尖 波 器 的 设计 可 起 到 很 重要 的 作用 。 滤 波 器 可 以 被 看 做 是 一 个 
“黑箱 "， 信 和 号 输入 到 滤波 器 内 ,进行 处 理 后 输出 一 个 变换 后 的 信号 。 信 号 去 噪 装置 
就 是 - -个 典型 的 滤波 器 ， 

从 数学 的 观点 看 ， 信 号 即 是 一 函数 了 ; 由- CC ， 道 常 是 分 段 连续 的 。 滤 波 器 可 以 
Bie) PRL. CMS RNA MES, BRAS WERL 
须 满足 下 列 两 条 性 质 ， 

e 加 性 ;Lf +g! = Lif} + Lig] 

otk: Lcf]=cLf), KP cwHR 
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绝 大 多 数 滤 波 器 通常 都 满足 的 另 一 个 性 质 是 时 不 变性 。 举 一 个 通俗 的 例子 ， 候 
如 我 们 在 今天 下 咎 3 点 放 一 张 旧 的 、 有 杂音 的 踢 片 ， 苦 将 声音 信号 焉 过 -个 去 咯 涉 波 
器 ， 马 上 会 听 到 清晰 的 音乐 ; 若 明天 上 午 10 点 放 同 -- 张 唱片 ， 用 同样 的 滤波 器 ,也 
将 立刻 听 到 同 今 大 一 样 的 音乐 ， 这 就 是 时 不 变性 ， 为 了 使 时 不 变性 公式 化 ， 引 入 下 
面 的 记号 : Mew S() 和 实数 e、 令 产 人 区 = fia. 于是, 信和 号 f 在 时 间 轴 上 平移 
了 a 个 单位 后 的 信号 就 是 大 。 


定义 2.13 变换 (从 信号 到 信号 的 映射 ) 称 为 时 不 释 的 是 指 , 对 于 任意 的 信和 号 了 
和 实数 a , AL fa)(t) = (Lf)(t-a)( RL fa) = (LJ)a ); 也 就 是 说 , 若 时 延 信 号 f(t ~ a) 
经 变换 后 的 输 册 等 输出 信号 的 时 延 (十 有 (ta) ， 则 工 是 时 不 变 的 人 见 图 2.11 ) 


{E l Shift | > (La 





Ll fa] 





图 2.11 车 上 边 的 输出 和 下边 的 输出 相等 ， 则 工 是 时 不 变 的 
例 2.14 


TBE) AIR RO EHNE- AR RD LO], TSS, + 
(LM) = (+ fle) = | It- f(z) dz 对 每 个 


线性 算 子 上 是 时 不 变 的 ，、 因 为 对 于 任意 a R, Å: 


CD-a= tesa 


-f lt- y)fly-a)dy ($ y=a+r) 


= f -ynod 


= Lfol(t) 
zH, (LPE -a) = 了 fojlt) ， 千 是 工 是 时 不 变 的 ， 
并 不 是 所 有 的 线性 变换 孝 有 这 个 性 质 ， 例 如 下 面 的 这 个 例子 。 





pe ee 
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例 2.15 
+ 
EDO- f roar 
一 方面 ， 有， 
ru = f "flr —a)ar 
=f nat Sira 
男 一 方面 ， 还 有 ， 


L a _ e — iL d 
(Ente-a)= f Hoar 
由 于 对 于 @ £0, Lf m(LAlt- 四 是 不 同 的 ， 所 以 了 不 是 时 不 变 的 。 


下 面 的 引 理 和 定理 说 明了 例 2.14 中 的 卷 积 是 典型 的 时 不 变 线性 滤波 器 首先 米 
HSE). 


引 理 2.16 RRL BATE AEH, 令 和 为 任意 固定 实数 , MTER RE 
L(e™) = VIr AA (+ EFE) 


注释 ， 注 意 到 输 人 信号 ee TEA AMY RER 正弦 信 导 ， 这 个 引 理 说 
明 ， 时 不 变 滤波 器 的 输出 是 一 个 与 输入 信号 具有 相同 频率 的 正弦 信号 。 


证 明 为 了 讲 清楚 基本 概念 , 这 里 的 证 明 有 些 不 太 规 范 . 设 h*(t) = Llei), h 
于 二 是 时 不 变 的 ， 则 对 于 任意 实数 a A: 


Le] = hA(t — a) (2.14) 
同时 ， 由 于 二 是 线性 的 ， 有 : 
FI 人] 一 Te Me™ 
=e Ele) (了 是 线性 的 ) 
FE, 


Lie] = eah) (2.15) 
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比较 (2.14) 式 和 (2.15 ) 式 ， 有: 
hò- a) = Eap 人 
因为 a 是 任意 的 , 不 妨 今 a = 二 RERO) = TARA, AD ETRS AE), B 
Le~] = h = (Oe 


SHO) = ADVA, WBS RERE, 
ati bee L, NT aia, AMAR Ber ae eC FE HE 2.1) 


SF = [fovea 
然后 两 边 同 时 应 用 工 














TADE =f fO) ca (2.16) 
右边 的 积分 可 出 黎 晶 和 近似 ; 


i an, iAt els jf 
|e [foe ia) > tf alan san (2.17) 
HFE ERE, Mo LER L BERS AR, 
1 Pi il, 1 F 1 
L 去 Di As a -7 2 fOe [et] AA (2.18) 


随 着 分 段 区 间 长 度 的 缩小 , 该 黎 曼 和 变 成 了 积分 形式 , 于 是 由 ( 2.16)(2.17 ) 和 ( 2.18 ) 
AIE]: 





(LF) = =f. FOLE] (t) dà 


= wee fO) (vrha) ed) 几 引 理 2.16 


= Va F AARAA 由 递 傅 里 呈 变 换 的 定义 
=(fxAj(t) 由 定理 2.10 


虽然 上 面 的 论述 不 是 很 严格 ， 但 结果 是 正确 的 ， 而 且 此 时 对 于 变换 王 和 所 考虑 的 信 
号 空间 几乎 没有 限制 [在 Stein 和 Weiss 所 著 的 “ 傅 里 叶 分 析 ”( 见 参考 文献 [19] ) 一 


oN URE ae 1 sala 





mr ra de rp eT ee a a e 
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书 中 ， 给 出 了 更 详尽 的 论述 ] 。 上 面 的 论述 可 概括 为 下 面 的 定理 。 
定理 217 ” 设 变换 二 是 线性 时 不 变 的 ， 其 作用 的 信号 是 分 段 连 续 的 ， 则 存在 一 
MTA RRA. MISSA, WE: 
L(f) = fh 
ARE. h(t) MAA) MAMAN. BUA LESH, FBT LE 
数 。 将 工作 用 于 下 面 的 冲 激 信 号， 


nf” “a 


如 图 212 R. A6>0, Ad), , 则 方 表示 一 个 幅度 很 大 、 持 续 时 间 很 短 的 信 
号 (如 锤 击 产生 的 声音 信号 注意 到 i, fslt}dt=1, LAAT hm., A: 


(Lfs){t) = Ja » h(t) 
= 广 fa(r)h(t — 7) dr 


é 
= | Bohl- r) dr (omy flr) = O94 Ir] > 8) 
) 





图 2.12 fs PSE 


因为 六 是 连续 的 ， 则 对 于 j7| < 6, AE- r hEDA), AE, 


(Lf) (t) = h(t) =H [che Jlr 


ie, h(t) AR Tita L SALE unt 基于 此 原因 , BRAC) A rho 
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应 函数 . 
我 们 已 经 得 到 上 e239] = V27h( 和 Me2t， 这 样 ， 除 大 一 个 常数 因子 ， 衣 (和 就 表示 
了 工 对 单 频 信和 号 ex 的 响应 幅度 ， ore JARMI. 


2.3.2 ”因果 性 和 滤波 器 设计 
设计 一 个 时 不 变 的 沌 波 器 等 同 干 构造 冲 激 丽 数 六 ,因为 由 定理 217 可 知 , 对 于 任 
ERR, THH: 

Lf=f*h 
RERA 二 滤波 器 要 完成 的 功能 ， 本 节 考 虑 一 个 抑制 高 频 的 滤波 器 ， 这 种 滤波 
器 称 为 低 通 滤波 器 。 

对 f= 了 x 两 边 进行 伟 里 叶 变 换 ， 然 后 利用 定理 2.10 得 : 
ELA) = VIFAA) 
无 法 实现 的 滤波 器 假设 我 们 希望 渡 波 器 完成 的 功能 是 、 抑制 控 信 号 /中 所 有 大 
二 截止 频率 的 频率 分 其 自然 的 思路 是 ,让 上 的 傅 里 时 变换 在 区 间 -X <A <A 
外 为 0: 











人 由 于 对 于 | 和 | > A, EO) = 


VIJANA 等 于 0， 则 该 滤波 商 看 来 似乎 能 够 捉 制 掉 信号 了 中 不 想 要 的 频率 分 量 
(KT Ac 但 接 下 来 的 分 析 说 明 ， 它 不 可 能 达到 这 种 理想 效果 
容易 得 出 ， 与 系统 函数 .相应 的 冲 激 响应 函数 为 : 


hy (=F had 《内 定理 2.1 ) 
-on 加 人 hy (Abed 


LL/ 
Sg PA tas) x 
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因此 ， 
hy t) = infact) (2.20) 


we 


考虑 对 下 面 这 个 简单 的 输入 函数 进行 滤波 : 


LO- 1 O<t<t, 
o Jo tc Ome >e, 


MPN Se, 是 在 0 Fic UAB, TAPER AR S Pe 通过 滤波 器 后 的 
输出 信号 为 
(LAM = (fe, # ha) 


= hurtin t= De 


=- a [由 (2.20) st] 
0 a(t —7} 


Act ; 
=: f EMU u [Su=dlt-7)} 
A 


elt-te) © 
= = {Si(Aet) = Siel —te))} 


H Sil) = fo Sedu, 图 2.13 纵 出 了 (Late Mt) = F {SAt ~ SAt- tehh, 4 
te FA. om 1 时 的 图 形 。 从 图 2.136 wiser. < on. 输出 信号 是 非 零 的 ， 而 此 时 
RAS A OBS PEN . 这 说 明 输出 信号 在 输入 信号 到 达 之 前 就 出 葛 了 ! 很 明显 . 
实际 中 能 够 实现 的 滤波 器 是 不 可 能 在 接收 到 输入 信号 之 前 就 有 输出 - 因此 ， 册 想当然 
的 思路 设计 出 来 的 EAER. 下 面 的 定义 和 定理 描述 了 物理 可 实现 的 滤波 器 . 

因果 滤波 器 

定义 2.18 在 输入 信号 到 达 后 才 开 始 有 输出 的 滤波 器 称 为 因果 泪 波 吕 。 

下 面 的 定理 告诉 我 们 ， 和 什么 样 的 滤波 器 才 是 因果 的 . 

定理 2.19 令 荆 是 时 不 上当 的 滤波 融 ， 共 响应 消 数 为 h (EN. L= frh EL 
其 因果 的 ， 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 t < 0， 有 k(t) = 


证 明 只 证 当 t < Off, AG) = 0 ， 则 相应 的 滤波 器 为 因果 的 . REAM 
习题 (见习 题 8 ), 首先 证 明 ， 若 对 于 t < 0,， 有 f(t) = 0 ,那么 此 时 (上 门人 = 0., 我 
们 有 : 
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(LN = (fht) = Í fA — 7) dr 





图 2.13 2 {Si(t) — Sift - 1) } HA 


其 中 的 积分 下 限 为 0， 央 为 当 r < 0 时 ，f(7) = 0. #t<0,7 20, Me-7 <0, 
FERRARA- T) = 0. 因此 , 对 上 < 0,，{ 代 站 人 = 0, 这 样 就 证 明了 若 对 t < 0 
At, f(t}= 0, MER, CAE = 0。 换 句 话说 就 是 ， 若 输入 信号 在 t+ = 0 之 前 没 
有 到 达 ， 则 滤波 器 就 不 会 在 t = 0 之 前 有 输出 : 

更 一 般 卫 ， 假 设 输 入 信号 是 在 ! = a 时 开始 输入 的 ,为 了 证 明志 是 因果 的 ， 就 必 
TER Lf 不 会 在 t= 9 之 前 有 输出 . 设 9 的 = /十 加 注意 到 信号 8 站 是 从 = 0 时 
AW ei. 由 其 上 的 讨论 可 知 ，(Z9) 人 从 ti=0 时 才 开 始 有 输出 。 由 于 
Fle) =g(t-a) = galt), WA DRAB: 

(LANE) = (Ega) 
= (Fg) — a) 
因为 (Lgj(7) 直 到 7 = 0 才 开 始 有 输出 ,所 以 得 到 (L9)(t 一 Q) 直 到 t= a 才 开始 有 输出 。 
FH, (Lf) = (t-a) Bali = aA AK, TE. 

定理 2.19 虽 针 对 的 是 响应 函数 , BERRA SEF RSE RR h(A) RERA E. 

根据 傅 里 叶 变换 的 定义 ， 我 们 有 : 


_ S i -iit 
A(A) = Te f _ hie dt 
若 相 应 于 凡 的 滤波 器 是 因果 的 ， 则 定理 2.19 意味 着 当 t < ot, A(t) = 0 ， 所 以 


MO) = = i "ale at 
= LRA) 这 里 £= 拉 普 拉 斯 变换 
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这 个 结论 可 以 总 结 为 下 面 的 定理 
定理 2.20 ”假设 过 是 因果 泪 波 器 ,其 响应 函数 为 疡 ,那么 相应 于 工 的 系统 本 数 为 ， 


a, LIGN 
Ala) = = 
其 中 表示 拉 普 拉 斯 变换 。 
例 2.21 


一 个 比较 吉 老 的 因 系 去 品 滤 注 器 是 Butterworth 滤波 器 [141]， 它 是 根据 上 述 定理 
用 下 面 的 函数 构造 的 


Ae #20 
A(t) = A 
e(t) f Hic 


其 中 丸和 为 控制 参量 。 它 的 傅 里 叶 变 换 为 ， 


上 A 

hid) = — Dd) = —— 

(A) = gH Jalota 
见习 题 10。 BE, 随 着 入 + o0，h(A) 是 衰减 的 ， 这 就 前 能 了 信号 的 高 频 分 量 ， 
Bp (LIA) = ALSO). 





0 “OF 
0.5 
-1 


2.14 ets (sin2t + Qaindt + 0.4 sin 2t sin 408) 的 隐形 





者 虑 下 式 给 出 的 入 号， 
f(t) = et/3 (sin2t + 28in 4¢ +0.4sin 2isind0t) Ostr 


如 图 2.14 所 示 。 RA RR EK 40 RAE, 同时 不 希望 收 变 信号 的 
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基本 形状 , 即 要 保留 频率 为 2 至 4 之 间 的 频率 分 量 . 选择 4 = a 一 10, 当 | 州 系 4 
ab, (A) ETF AO) = 1AV 玩 ;而 当 》> 和 时，|A(A)| 非 常 小 (小 于 0.1) 
这 样 当 信号 通过 该 滤波 器 后 ， 将 保留 低频 分 量 { 频率 <4), 而 抑制 高 频 分 量 ( 频 
#240) 图 2.15 BRT RRe Ss (S AHED ct cree, SF 
HKUPRRRECARERE, MM ARPA KMD ERR FR. 








图 2.15 214 RAS See Re 


24 采样 定理 


本 节 将 要 研究 一 类 信号 ( 丽 数 )， 其 博 里 叶 变换 在 有 限 闪 间 [ 一 入 OLS AB, BD 
(频率 ) 带 限 男 数 。 例 如 ， 人 耳 只 能 听 到 频率 小 于 20 kHz (1 kHz 表示 每 秒 1000 个 周 
期 ;的 声音 ， 这 样 ， 即 使 发 出 更 高 频率 的 声音 ， 任 何 频 率 大 于 20 kHz 的 声音 人 年 也 
是 上 听 不 到 的 电话 线 传输 的 语音 信号 属于 典型 的 带 限 信号 . 下 面 将 证 明 ， 带 限 信号 
可 以 由 它 在 时 间 上 均匀 间 隅 的 (采样 ) 值 重建 ， 该 结论 是 把 连续 信号 变 为 数字 信和 号 进 
行 处 理 的 基础 


定义 2.22 FATEH RO > 0. 使 得 
j =0， >a 





则 冰 数 了 称 为 频率 带 限 信号 . 当中 是 使 上 式 成 立 的 最 小 频率 时 , HRE = Si 
为 Nyquist Hi, w = SPH Nyquist WER. 


定理 2.23 (Shannon-Whittaker 采样 定理 BRIO RAED HAZ, 


am a 


而 且 对 于 | > 9, fA) = 0 其 中 人 0 是 某 一 固定 的 正 数 . 那么 ，f = FLEA 
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由 其 在 点 右 =37/0, j=0,41,42..-- 处 的 值 确定 。 确 切 地 说 ， 了 打 以 写成 下 面 的 
级 数 展 并 形式 : 
ay 5i r 
/0 - ome (221) 

上 式 右 边 的 级 数 是 一 化 收敛 的 。 

这 是 一 个 非常 重要 的 定理 ! 下 面 让 我 们 来 看 看 它 的 一 个 具体 应 用 ， 即 如 何在 单 
条 电话 线 (信道 ) 上 同时 传输 多 路 电话 信号 。 我 们 可 能 听 到 的 最 大 { 自然 ) 频 率 大 约 为 
20 kHz, 所 以 电 活 传输 的 语音 信号 是 典 地 的 带 限 入 号 , 实际 上 ,电话 信和 号 中 的 主要 频 
率 分 基 低 于 1 kHz, 此 即 为 Nyquist 频 率 。Nyquist HRY = 是 Nyquist 频 率 的 2 倍 ， 
其 2 kHz， 因 此 我 们 需要 每 0.5 毫秒 对 信号 采样 一 次 。 经 过 以 上 处 理 后 ， 在 一 条 线路 
上 和 总共 可 以 传输 多 少 路 电话 信号 呢 ? 传输 线 典 型 的 传输 速率 为 56 Kbys， 若 每 个 采样 
值 用 7 比特 来 表示 ， 则 每 秒 可 以 传输 8000 个 采样 值 ， 或 每 毫秒 8 个 采样 值 ， 或 每 
0.5 BP 4 个 采样 值 。 因 此 通过 对 每 路 信号 加 标识 并 进行 交织 ， 我 们 可 以 同时 传输 4 
路 语音 信号 。 在 接收 端 ， 吕 利用 12.21) 式 的 级 数 展开 式 ， RERE G (这 里 的 
j 为 整数 ， 时 间 单 位 是 毫秒 ) 来 重 构 原 信 和 号。 下面 给 出 这 个 定理 的 证 明 。 


证 明 根据 定理 1.20 ( 令 其 中 的 a 0, = ), 将 六 在 [9, 中 上 展开 为 傅 
里 叶 级 数 : 








1 和 
~ D- c eTEN cr = F A À ET 
i= E a "| 


由 于 内 | > Ot, FO) = 0 ， 则 求 ce 的 积分 限 可 以 改 为 从 -ec 到 + oc， 


og = VR 
OD in 














| fryer /2qy 
oo 


由 定理 2.1 4: 


将 其 代 人 上 面 的 弘 数 展开 式 中 ， 同 时 将 求 和 指标 替换 为 j = -k, 


、 =, 4/2 i 
ORDD VF gnjev (2.22) 


J=% 


由 于 上 是 连续 的 分 段 光 滑 的 函数 ， 则 由 定理 1.30 可 知 ， 级 数 ( 2.22 ) E-B. 
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应 用 定理 2.1 有 : 


Ne dd 


nO- ff 
= f fO dd) 因为 fd) =0, A, 22 
V2a J-2 . 


将 (2.22 ) 式 中 的 六 代入 上 式 ， 并 交换 积分 和 求 和 的 次 序 ， 得 


~ Van ainjr/M+id 
让 二 injA/Ot+i tay 
fe Ln Sa fan Lf 
(2.23 ) 式 中 的 积分 为 ， 
f pTI DHM -2 Qsin(tQ — jr) 
n tQ- jr 


化 简 {2.23 ) 式 后 ， 就 得 到 (2.21) 式 ,定理 1.20 证 毕 - 


由 于 系数 ( 绝对 值 ) 的 衰减 率 为 1/7 ， 使 得 (2.21 ) 式 的 收敛 速度 是 很 慢 的 


(2.23) 


通过 


采用 过 采样 技术 (见习 题 14)， 系数 (绝对 值 ) HEMRA LIP RER. 反之 , 若 信 
号 的 采样 速率 低 于 Nyquist HRE, 则 通过 (2.21 ) 式 重 构 信 和 号 时 ,不 但 会 天 失 高 频 分 
量 ,而 且 高 频 分 量 的 能 量 还 会 转 到 原来 的 低频 分 量 的 位 置 上 去 ， 这 种 现象 称 为 混 琶 


( aliasing h 


例 2.24 
函数 了 的 傅 里 时 变 接 为 : 
ayy va- AL <1 
/N= i JJ>1 
FEE pk RR ft) = mu 


= = 三 . fe dd 


l 
= J (1 一 X2JetntdA 
-1 


_ 4sin(t) ~ 4cos(t}z 
E 13. 


最 后 一 个 等 式 可 以 通过 分 部 积分 得 到 {或 利用 你 所 熟 屯 的 符号 计算 语言 )， 了 如 


图 2.16 Arr, 
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由 于 当 jA| > 1a, fA)=0, AU RE, RE OMRRTRSET 1 
即 可 。 对 中 = 1, HERA, 217 画 出 了 级 数 展开 中 前 30 项 和 的 图 形 。 比 较 
图 2.16 和 图 2.17 可 以 发 现 ， 它 们 基本 上 是 一 样 的 。 


L4 


12 | 
1} 

0.8} 

w6 | 

04t 








2 一 一 一 一 -一 -上 一 -一 一 一 -上 上 一 一 一 - L— 
-ID -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 B 0 


A216 例 2.24 中 了 的 图 像 




















Ln 1 
-10 -5 -ñ #4 -2 0 2 4 6 B 19 


A217 由 采样 定理 ,级 数 展开 中 前 30 MARAE, N- 1 


2.5 不 确定 性 原理 


本 节 提 出 不 确定 性 原理 。 不 确定 性 原 理 表明 一 个 函数 不 可 能 同时 在 时 域 和 频 域 
有 具有 任意 小 的 分 辨 。 为 了 说 明 这 个 概念 ， 给 出 以 下 定义 。 
定义 2.25 MRS AL (MRAR, WI ERa e 号 处 的 分 辩 定 义 为 ; 
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to lf at 

{lf OF at 
f 在 a 点 的 分 辨 度量 了 它 的 图 形 在 t+ = a 处 的 偏差 或 扩展 。 若 的 图 形 集 中 在 1 = a 
处 ， 则 了 的 分 辩 很 小 :， 如 网 2.18 所 示 (此 时 a = 0) 车 了 的 图 形 在 # = a 处 展开 得 
比较 宽 ， 则 它 的 分 辩 就 大 ， 如 图 2.19 所 未 《此 时 a = 0). 


Af = 




















25y T T T T Tr T 

pas 

LSH 

TF 

1 

as j 

| | 
'; LA 
-05 








图 2.18 万 的 分 辩 较 小 

















6 8 no 
图 2.19 AURREK 
关于 分 辩 的 另 一 种 描述 是 与 统计 有 关 的 ， 函 数 关 和 5 可 以 被 认为 是 一 个 概率 密度 


T 分 辨 率 高 一 一 译 考 注 ， 
D Fae 
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函数 { 它 是非 负 的 且 积 分 为 1， 这 些 都 是 成 为 概率 密度 也 数 的 必 委 条 件 )、 如 果 a 为 依 
此 概率 密度 的 随机 变 其 的 均值 ， 则 入 。f 刚好 是 它 的 方差 。 
由 傅 里 叶 变 换 得 到 分 辨 的 频 域 定义 : 


a SEA- PIAI aA 
SEIA ad 

根据 Plancherel 公式 (定理 2.12 ),， RTEA RRE Be COB 和 了 ) EEEH 
等 的 。 

GRADE FFE = a 外 的 值 小 ， 则 了 的 各 频率 分 量 集中 在 和 =o 附近. 

下 面 讨论 不 确定 性 原理 ， 

定理 2.26 (不 确定 性 原理 ) 假设 f 6 L?(R) 空间 的 函数 , 它 在 -00 和 +co 处 为 0， 
则 对 于 任意 的 上 E RMackR, FA: 








~ l 
Af: Auf 2 了 (2.24) 


不 确定 性 原理 的 一 个 结论 是 ， 在 a 处 的 分 辨 ( 即 Asy ) 与 7 在 a 处 的 分 辨 ( 即 人 .了 ) 
不 可 能 同时 任意 地 小 图 2.18 提供 了 一 个 直观 的 解释 . 图 中 的 波形 集中 在 t = 0 附近 ， 
因此 它 在 1 = 0 处 的 分 辨 很 小 . 然而， 由 于 这 个 函数 变化 剧烈 ， 因 此 它 的 传 里 叶 变 换 
中 包含 了 分 布 广泛 的 各 种 频率 分 量 ， 这 样 在 任意 频率 处 的 分 辨 都 将 很 天- 图 2.20 
是 图 2.18 中 函数 的 傅 里 叶 变 换 ， 从 中 可 以 看 出 子 的 波形 很 宽阔 . 





04- 4 
0.8) 
e1) 
05H 
0.54 
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图 2.20 fs ORR BEEK 
ATRRERMTA, Biz 
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faa) = Vse- 
当 s ==5 和 s = 1 时 ， 志 的 图 形 分 别 是 图 2.18 和 图 2.19， 注 意 到 随 着 s 的 增加 ,指数 部 
分 为 更 小 的 负数 ， 因 此 广 的 分 辨 碱 小 ( 即 王 的 赂 形变 得 更 加 集中 于 原点 附近 )- 
fs WERTERA: 
人 l -a 
f(a) = ge 
RIG, RT MAOCRAEAR, Safe eo AL. EY IE ROER, 
则 产 的 傅 里 叶 变换 的 图 形 和 卢 的 图 形 是 类 似 的 。 但 是 它们 之 间 的 显著 差别 在 于 : M 
子 s 出 现在 六 中 负 指 数 的 分 母 中 ， 而 对 于 上 疡 ， 因 子 s 出 现在 分 子 中 。 因 此 , 随 着 s 前 
增加 ， 记 的 分 辨 也 增加 ， 而 卢 的 分 辨 却 随 着 s 的 增加 而 减 小 。 特 别 地 ， 不 可 能 得 到 一 
个 恰当 的 s 值 ， 使 得 疡 和 疡 的 分 辩 同 时 都 比较 小 。 


不 确定 性 原理 的 证 明 ”首先 声明 下 面 的 等 式 成 立 ， 
d d 
1G io)(t aby {eo} (2.25) 


其 中 ，a 和 a 是 实 常 数 。 将 左边 详细 地 写 出 ,就 是 : 


{=} iat- of -t-a ~ iaf) 

对 上 面 的 第 ] 项 ， 按 求 导 法 则 进行 简化 ， 得 到 的 最 终结 果 为 上 ， 即 (2.25 ) 式 成 立 。 
注意 , 若 将 (2.25 } 式 的 两 边 同时 除 以 | 用 = Fie, WERDE. hF 

的 蕊 范 数 等 于 1， 所 以 可 以 直接 假设 |f = 1 EUREK SERA F/B) 
对 (2.25 ) 式 的 两 边 同 时 求 与 了 的 到 内 积 ， 得 到 ， 








(E i OF) — (tN F 0 700) = WIP =1 (226) 
LEMONS TRU (EUY -0M0 )。 对 左边 的 第 1 项 积分 利用 分 部 和 
MEN, HEBR) = floc) = 0, 得: 

d 
(a -F + iat) (i d=! (227) 


dt 
详细 的 推导 过 程 由 读者 完成 ， 见 习题 9。 
由 (2.27 ) 式 和 三 角 不 等 式 ， 得 到 : 


(=o, CE ti + (CE iO, FO) 


lg 
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把 Schwarz AEA { 见 定理 0.11 用 于 上 边 的 两 个 内 程 ， 得 ， 
d ， 
L< 2 — se ON — a) FOI 
然后 ， 由 Plancherel 公式 (定理 2.12) 和 定理 2.6 中 的 第 (4) 条 性 质 ， 有 : 


(FiO) = A- A 


里 立 上 面 的 等 式 和 前 一 个 不 等 式 ， 得 : 


IA - a) JONG AAI 2 3 
由 于 fl =1= fz, 
A) =le- afi 和 Asf=|0 -of 
因此 ， 对 工 面 的 不 等 式 两 边 取 平 方 得 : 
Aaf Aaf > 


AFERE T PRE ERREEN 


1 
4 


2.6 习题 
1， 考 虑 信号 
_ Jcos(3t) —r ten 
mo 其 他 
HEHH: 


T _ m i 


其 中 中 为 整数 ， 且 天 人 各。 提示 : 把 下 面 的 等 式 加 起 来 ， 


cos(u + v) = cosucosu ~ sin sin Y 


cos(u — v) = cosu cosy + sin usin» 





O 沪 证 明 过 程 是 基于 H. P, Robertson F 1929 年 所 著 的 “Physica] Review 34” 一 书 的 量子 力学 部 
分 【第 163 页 至 164 H h 
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用 上 面 的 积分 式 证 明 : 
m, 一 V2Aasin(Ar) 
1)" peo) 
这 个 结果 已 经 在 例 2.3 中 使 用 、 


as 


OW 


H sin(3t) ~ Et 
ro | 其 他 


计算 该 函数 的 傅 里 叶 变 换 (和 A) ( 要 求 补充 例 2.4 计算 过 程 中 所 没有 的 细节 ) 


， 注 意 ， 可 以 利用 符号 计算 语言 米 帮助 求解 本 题 。 令 


t+ 4¢4+4 -2 gł g-—] 
y= 2-1? -l<t<l 

-dti lgi¢2 

0 共 他 


证 明了 和 产 是 处 处 连续 的 ( 特别 注意 t = —2, 一 1, 1 和 2 处 的 情况 }、 画 出 了 的 图 
形 ， 计 算 其 傅 单 叶 变换 并 证 明 ， 
Ssin(A}(1 ~ 0) 


jy =( L 
画 出 上 式 在 -10 <A < 10 KAW. HE, MAc ol, BME ONE 
减 率 为 总 。 同 时 注意 到 . 在 习题 PA BORRET, FON EMAL 
习题 2 中 的 两 数 人 是 连续 的 ， 介 不 是 可 微 的 ， 此 时 六 四 的 衰减 率 为 1/ 和 2。 你 发 现 
了 其 中 的 规律 吗 ? 








. BRS € L?(-00, 00) BAKA BYR, 证 明了 让 是 实 值 的 gig E 了 (一 00,00) 是 


实 值 的 奇 函 数 ， 证 明 对 任 一 和 ， 了 (和) 是 纯 虚 数 ( BE). 


as 


- 


HERA 


EI TL A A AA aa a 
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6. # fle) = vse, ERA 
. 1 -a 
FA) = A 
Hm: 根据 健 里 叶 变 换 定义 ， 写 出 其 积分 式 后 ， 对 指数 部 分 进行 配方 ， 然 后 进行 
FERK, REHAS OE ar 二 VF， 即 可 得 到 最 终结 果 。 

7， 对 定理 2.6 中 关于 健 里 叶 北 变换 的 性 质 进 行 证 明 。 对 定理 2.6 中 最 后 一 条 关于 情 里 
叶 变 换 和 接 普 拉 斯 变换 之 问 的 关系 进行 证 明 . 

8， 假 设 寺 是 时 不 变 滤 波 器 ， 其 响应 明 数 为 严 { 见 定 理 2.19}. ERE LAARA, Wl 
对 于 所 有 的 t < 0, At) = 0. BAR: 用 反 证 法 进行 证 明 。 假设 对 于 某 些 0 <0, 
A(to) 天 0 ,证 明 可 以 构造 适当 的 上， 它 仅 在 |0, 引 之 间 非 零 ， 其 中 6 为 小 的 正 数 ， 
使 得 对 某 些 1 < 0 ,即使 (8) = 0 对 所 有 的 + < 0 成 立 , WAL) 关 0 {这 
样 就 推出 与 因果 性 矛盾 )。 

9， 利 用 分 部 积分 ， 写 出 由 (2.26) 式 推出 (2.27) 式 的 详细 步骤 . 

10. 设 

ec t20 
w- t<0 
其 中 4 和 a 为 参数 ， 如 例 2.21 中 一 样 ， 证 明 
. 1 A 
AQ) = —— (Lh) = —— 
内 


11. 考虑 信号 
f@) =e7'(sin5t + sin3t + sint+sin40) OKKES 


将 信号 通过 Butterworth 滤波 器 进行 滤波 [也 就 是 计算 (f* AND) 0 < + < ahi 
验 采 用 不 同 的 变量 值 4 = a (REA =a = 10 )， 比 较 原 信 号 与 滤波 后 信 
号 的 差别 . 
12. 考虑 这 样 一 个 滤波 器 ， fo fh, Hp 
h(s) := l/d Ogtgd 
0 ”其 他 
计算 并 夯 出 不 同 的 d 时 ,0 < < 0 间 的 及 和 ) . 假设 希望 利用 这 个 滤波 器 抽 制 信 
号 中 频率 大 于 30 的 噪声 分 量 , 而 保留 频率 在 0 到 5 (以 27 为 周期 的 } 之 间 的 频率 分 
量 ，d 应 该 取 什 么 值 ? 将 信号 
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f(t) =e"! (sin 5t + sin3¢+sint+sin4Ot) O<t<a 


通过 由 上 面 选 择 的 & Bree OE a, 了 和 滤波 后 的 信号 图 形 进 行 比较 . 

13. 采 样 定理 (定理 2.23 ) 表明 若 信 和 号 是 带 限 的 ， 频 率 范围 为 [~ 全 ,全 ， 则 信号 可 以 由 
均匀 间隔 为 7/ 人 0 的 采样 点 的 值 完全 恢复 出 来 。 现 在 假设 信号 的 傅 里 叶 变 换 在 区 间 
fay 系 和 所 ca] 以 外 为 零 , 求 此 时 与 2.21) 式 类 估 的 公式 ,时 间 间 隔 为 2r/fui + we), 
提示 : 证 明 下 列 信 和 号 的 情 里 叶 变 换 在 [~ 人 ,人 久 上 是 带 限 的 : 


g(t) = e-l) a 


其 中 0 = (wz -wi)/2 。 然 后 把 定理 2.23 应 用 于 信号 9 。 
14. (过 采样 ) 这 个 习题 推广 了 一 般 的 采样 定理 ， 过 采样 的 收 和 化 速率 要 比 定理 2.23 中 
的 收敛 速度 快 。 证 明 下 面 的 3 个 问题 。 
(a) BES ARRES, WHA > OM, fA) = 0 固定 一 个 常数 6。 > 1， 参 考 
定理 2.23 MERAH, 证 明 


一 z inr Aan T! nn 
fO)= 2 ene Cn = Temas an! 


n= — ox) 


(b) 免 (是 由 图 2.21 给 出 的 函数 ， 证 明 
_ ¥2(cos(Mt) ~ cos(aNe)) 


























900) = te ne 
3 "TT 
25L 
al | 
15 | 
1 i 1 ] 
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ol 
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图 2.21 新 的 图 形 
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(co) 由 于 对 | 和 > 9, FO 一 0 ， 所 以 OY = FOROA). ARER 2.1, 定 
理 2.6 以 及 {a) 与 (b) 中 关于 六 和 9 的 表示 式 ， 证 明 : 


w- È Ee) om 


既然 如 人 的 分 母 中 有 - AAP, 因此 ;8 的 的 这 个 表示 式 要 比 定理 2.23 所 示 
的 了 收 熏 得 快 ( 前 者 的 收敛 速率 为 1/m”, 而 后 者 的 是 1/n )。(2.28 ) 式 的 缺点 
是 函数 的 采样 点 在 rtagj) 上， 这 表明 此 时 的 采样 速率 要 比 定理 2.23 中 采样 
点 在 wn/ 人 Q 时 的 快 ( 因 为 a > 1 )。 因此， 在 采样 率 和 收 伍 速度 之 间 存在 一 个 
HEHE. 
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傅 里 叶 变换 与 传 里 时 级 数 技术 可 用 于 分 析 如 图 3.] 所 示 的 连续 信号 ， 然 而 在 许多 
应 用 场合 , 例如 米 月 CD 的 信号 , 信号 本 身 已 经 是 离散 的 ( 见 图 3.2), 在 这 种 情形 下 ， 
德 要 利用 傅 里 叶 变换 的 离散 形式 来 分 析 离 敬 信 和 号 . 








图 3.1 连续 信号 


oo 
Dooooaoon ooooon 
fi) 
o 





图 3.2 ARTS 
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3.1 ”离散 傅 里 时 变换 


为 了 更 好 地 了 解 离 散 傅 里 叶 变 换 的 来 历 , 我 们 用 数值 的 方法 来 近似 连续 冰 数 f(t) 
的 储 里 叶 级 数 的 系数 。 根据 梯形 法 则 , UPER = 2rjm 近似 积分 {2r)-1 fy FO dt, 
Bp: 


2r 
1 2r | Yo Yn 

-1 t w 一 一 | 一 r. _ 一 一 
(27) f F(t) dt Onn z t+ +Yn-1 + g 


其 中 := F(hj) = F(2rj/nhj = 0,2. MRP 2 AAM, WYO = Ya, 
上 式 可 以 写 为 : 


将 此 式 用 于 计算 第 个 复 情 里 叶 系 数 ， 有 ， 
1 2r 1 nal 
Qk = A Te dt m 2, ri /me ariik/n) 


HIE, 
n=l 


1 ， 
an d ym" (3.1) 
j=0 
这 里 ， 
yy — f(2rj/n) A w ~ exp(2rifn) 

FAGD AUHER SY, CEAR EL = mi/ni AE, heth RPA 
数 / 的 值 不 需要 知道 。 在 下 一 节 ， 这 个 和 式 将 用 于 定义 离散 信和 号 的 傅 里 叶 变 换 ， 该 离 
散 信 号 的 值 ， 只 在 离散 时 刻 # = 2rj/n, j=0, une WEA. 

HFT” =e? = 1, 因此 着 以 E + nË Mk, MOD DRENERE. miarki 
TAn, BEHE Snit, 3.1 ) 式 右 侧 无 法 近似 axs 因为 梯形 法 则 内 有 在 步 长 h = 2 /n 
比 频率 小 的 前 提 下 ， 才 能 保证 精确 近似 ， 所 以 《3.1 ) 式 也 仅 在 # 比 于 小 的 条 件 下 机 
RIL- 


3.1.1 离散 傅 里 叶 变换 的 定义 
若 Sn 表 示 以 ?为 周期 的 复数 集 ， 那 么 Sn 中 的 每 个 元 素 ! = (Hj }52 oA AT LH 
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周期 离散 信号 (多 是 ! = 志 时 刻 信号 的 值 ) 对 于 任意 整数 上 ， 若 多 fw = de, MEA 
以 m 为 周期 。 在 定义 了 加 法 和 乘法 运算 后 ， 集 Sn 构成 了 复 矢 量 空间 - 加 法 和 乘法 运算 
的 定义 如 下 : WRTS {2} E Sn, V={Y br oo E Sn, MA{x + YH I> 
TEA +y, c{z} 的 第 j 个 元 素 为 crj, nn 应 当 看 做 是 被 研究 的 离散 信号 中 有 意义 的 
最 大 时 刻 。 

定义 31 令 9= 全 ] 吕 -ES ， 则 其 离散 传 里 时 变换 为 序列 ( 疡 { 加 = 从， 
这 里 ， 


nl 
Ue = >》 yw 其 中 也 = exp(2ri/n) 
j=0 
Hl 
4 一 1 
Fe = Y y; exp(—2nikj/n) 
jo 
Pr POCA EB I Bs BR 2 AS EMERARA, AR AEE. PT AR 
分 变换 成 对 了 的 求 和 部 可 。 正如 上 节 所 述 , 如 果 急 是 由 一 定义 在 [0, Oo] b ESE SS 
得 到 的 ， 那 么 J(ak; 的 第 K 个 情 里 叶 系数 可 以 近似 为 : 


1 
a= Ye 
fh 


这 里 的 大 小 本 ma。 
离散 傅 里 叶 变换 的 计算 等 将 于 下 面 的 矩阵 运算 ， 


Falo} = 9 = (Fa) (y) 
Hey = (Yo, Yn) : y= (fo s a1) ,并且 


1 1 tee 1 
w w? .wl 
1 we 4 . 2{n—1) 
R=) ° a (3.2) 
1 gyro w2r—1) o. yond? 


3.12 离散 便 里 时 变换 的 性 质 
Sn 中 的 信号 经 离散 傅 里 叶 变 换 后 所 产生 的 离散 信号 也 属于 S。, 如 下 面 引 理 所 述 。 
引 理 32 FBS BS, WAR F 
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证 明 AEF {ye TROS,, REEMA} nae. 由 于 


一 yi" [EHT = e (2ri/njn 一 1] 


Attn = Pe BURP Lin AEN. 最 后 ， 因 为 矩阵 乘 是 线性 操作 ， 所 以 五 是 
一 个 线性 算 子 。 

下 面 计算 离散 传 里 叶 变换 的 道 因 为 定理 2.1 论述 了 如 何 由 其 傅 里 叶 变 换 信 复 /了 
所 以 实际 上 已 得 到 了 道 傅 里 是 变换。 离散 傅 里 叶 道 变换 与 此 类 似 ， 即 可 用 其 离散 情 
里 叶 变 换 = 下"( 纪 ,恢复 愿 离散 信号 y.。 计算 离散 博 里 叶 逆 变 换 等 同 于 计算 矩阵 瓦 ， 
的 逆 。 下 述 定 理 给 出 了 一 个 计算 该 矩阵 遂 的 简单 公式 ， 


T33 Wy = {84] 是 85, 的 一 个 元 素 , 令 环 ,.(y) = 7, Bl 


{Hw = exp(2ni/n), MAy = Fr UD FRA: 
n—l 
Wy = > X pwt 
k=0 
注释 。 应 用 矩阵 论 的 术语 ， 定 理 3.3 MAARE EE HER Fn [FE 
(3.2) 式 中 定义 ] 给 出 ， 即 
y= 所 从 = (Fn) 的 
因为 了 = (Fy), ty = 所 (中 等 间 于 : 


Fy a 
n= (2) (A) set =n xn 单位 了 (33) 
POR EA ARM, MEERA, VIER GUPS TIGERN) 


证 明 “为 得 到 ( 3.3 ) 式 ， 只 要 证 朋 : 
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1S a y l j=t 
一 ww” = 
P2 0 ”其 他 


k=0 
因为 ww = erin, HRA wl, FEA: 


wmi = u 


应 用 下 述 恒等式 [ 见 在 计时 引 理 1.23 时 的 (1.23) R], Mk= 0,…,n 一 1 时 , 把 上 式 
累加 起 来 有 : 


k(l- j) 


n z=1 


nl 
k 
Z 一 1— 2 
2 7 


l-z 
Saf). 注意， 因为 wr = 1， 所 以 z+* =1, Bt, Biwi At, Ae =e, 
0 jn 一 1,， 所 以 上 式 成 为 ; 


n—l . 
1 y wE 一 1 了 = 
n 0 jf 








H 
qm 
a 


iE. 
F,ANF 2 EVE S, BS, ARERR. LP EEF 2.6 和 定理 2.10 中 给 出 的 
关于 傅 里 时 变换 的 相 类 似 的 性 质 。 这 些 性 质 的 证 明 留 待 习题 中 . 


定理 3.4 对 于 离散 傅 里 叶 变换 ， 以 下 性 质 成 立 - 


， 移 位 或 平移 , Hy < SH = ven. BAF lz], = w Fly), 这 里 w = er, 
e BR. Ey E Sn 日 ze Sn， 那 么 下 面 的 序列 
n=l 


[u * zle = È yyze—j 
3=0 





也 在 Sn 中 序列 y *z 称 为 序列 9 与 ?的 卷 积 . 
© EME: Fly zi = FlyFF]. 
bad Hy € 是 一 实数 序列 ， 那么 
Flyla—k = Fly), Oskan 
或 hk = 办 
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内 为 入 -4 = Pe PAREHA o o Gazz- 假设 ?是 偶数 ) 应 用 下 节 讨 论 的 
快速 伟 里 叶 变 换 后 ， 此 处 的 运算 效率 会 进一步 提高 。 

在 结束 本 凶 前 要 指 贞 的 是 ， 若 对 连续 函数 1 有 级 = f(k/2mn), IBA MRAM NIE 
小 时 ， 锡 是 了 的 第 8 个 傅 里 时 系数 的 精确 近似 .等 式 记 _x = 亲 骨 次 强调 了 这 -点 . 例 
W, Enik, 而 Ek = 1, BAY = A. 它 与 该 信 生 离散 傅 里 叶 变 换 的 低频 系数 ma 
ERRE, Mga SRR Ro, MARK, 


3.1.3 快速 傅 里 叶 变换 


国 为 离散 傅 里 叶 变 换 是 信和 导 处 理 中 一 个 非常 有 用 的 工具 ， 所 以 找到 一 个 离散 傅 
里 叶 变换 及 其 逆 变 换 的 快速 算法 是 人 们 所 非常 期 望 的 。 离 散 傅 里 叶 变 换 等 同 于 用 序 
WU 写作 n x IRE EAn x "本 阵 灰 ,需要 nm ?次 乘法 .而 快速 人 埔里 叶 变换 ( FFT ) 
通过 把 矩阵 十 ,变换 成 “特殊 形式 ， 从 而 可 把 乘法 运算 次 数 碱 少 到 大 约 5mlog2 n Æ 
n = 1000. M FFT 可 把 乘法 运算 由 百 万 次 减少 到 和 000 次 左右 ，n 越 大 ，FFT 算法 的 
效率 越 明 显 . 

快速 博 里 叶 变 换 需 要 偶数 个 数据 点 ， 即 mz = 2N， 考 上 处 序 列 y = (go yN) 
{已 进行 了 周期 为 n = 2 六 的 周期 延 折 ) ge FAL: 


2N-1 

全 _ =k 

i= 》 oe 
3-0 


把 上 式 分 为 偶数 指标 部 分 和 奇数 指标 部 分 ， 


N-1 N-1 
a o mäjk (2+1) 
Vk = > Yai — ) yy ) 
j=0 了 =0 


因为 w = erinin = 2N, SW = exp(Qri/N) =w, TER: 


N-1 N-i 
办 = y pW + ot b matt 
7=0 


j=0 
上 式 把 绩 表 示 为 两 个 离散 仿 里 叶 变 换 的 形式 ， 并 用 访 取 代 了 n: 
Ge = Fy [yos yz e Yon—atle +W Fn liy y3 yeni He 


这 里 0 SEKIN -~- 1 于是， 算法 效率 的 提高 成 为 可 能 。 在 上 式 中 ， 用 上 十 六 代 赶 太 ， 
并 利用 了 以 下 事实 ， 

. Fn [Yenel 和 Fv [Yo ws] 的 周期 为 Na 
kiN k 


© ON = T" exp(—ai) = oF, 
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于 是 ， 当 0 &k&N -1 了 时, A: 
= Fy [{yo, Yo, Van a} + WEFN Hunyo awk (34) 
Btw = Falf yas: an} — HFN ynya ywah (3.5) 


H, (Fany) = te, 0 Sk SIN -1U HA Fe[f{yo, yo Yow—oble AFN y: 
Ya Yanita, 0 Sk SN 一 LRA, MBAR a Re] RAR 


{Fy Hgo He. . .四 十 w Fata bs, vs 加 we 


{Fy Hpo 92, «++, Sonate — wt Fa Hn ds, Poni} a} 


XB, O<k<N-1( LRPRE MWR, BFA SEKT i: 
以 矩阵 形式 写 出 的 离散 传 里 叶 变换 式 为 ， 


一 Iy Dyn Fy 0 Yna 
Fony = (Faw ,(y) = (z 3) ( 0 F) (yen ) 

这 里 矩阵 的 Fw 定义 在 { 3.2) 式 中 , InN x N 的 单位 阵 , DER ATAL ww, ..., 
wh) 的 对 角 阵 。 

计算 离散 傅 里 叶 变 换 所 需要 的 乘法 次 数 约 为 wz = 4N? 次 [因为 离散 情 里 叶 变 换 
需要 与 4 3.2 ) 式 给 出 的 矩阵 癌 做 和 滋 法 ] 。i| 算 (3,4 ) 式 和 (3.5 ) 式 的 加 和 如 +N 需要 的 
运算 次 数 为 2N? +N+1, Al 为 计算 Fyll ye, nee yon—2h M Fr {y ys, sey 
yon-1} |e Aimee NUR. HE, ATREA EUREKA Eh LL RL Pee 
( 当 闪 较 大 时 )。 若 入 是 2 BPI, IRAE RMAF Fy ERRER, 
TT UTP, MSR OE, BINA RAK AE 
叶 变 换 所 需要 的 乘法 次 数 的 1/4. 

车 ne 是 2 RO, Bln = 乞 ， 则 可 把 上 述 过 程 迭 代 互 次 ， 第 节 步 选 代 包括 与 
1 x ] 怎 阵 玉 相 乘 ,实际 上 就 是 标量 ]。 实 现 该 算法 到 底 需 要 多 少 次 乘法 呢 ? 答案 如 下 . 
OR LEADERS yl MEARE, 因为 n = 2, 所 DN = 22-1, 
由 前 面 导出 的 公式 可 见 、 为 得 到 下 癌 需 要 计算 下 [ya 和 大 [ysml， 所 需 的 乘法 次 数 正 
WF2K 1 +N =2K,-,+22 1", RAK YK, 1 的 关系 是 





Kr 2K,_, +247 


HL = 0 时 , n = 20 = 1,， 所 以 没有 乘法 运算 ， FE Ky = 0. FL =1, WK, = 1. 
HL = 2, WK. ~2x 2), BHA, Ky 23x 2, Ky we 4x 23 Se, MH 
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HIK we Lx 28), Sn 二 2 中， 所 以 L = logn, WETU, Fete RUE 
nlogsn， 实 际 上 ， 该 比例 系数 约 为 5。 

Yin = NiNa… Nm 时 ， 可 得 到 与 以 上 过 程 类 似 的 算法 。 但 只 有 ?为 2 的 整数 次 
竹 时 ， 算 法 的 效率 最 高 ， 共 他 情况 的 讨论 见 有 关 的 参考 文献 。 


例 3.5 


BRS (t) 二 + 十 也 的 离散 侍 里 叶 系 数 的 绝对 慎 知 图 3.3 所 示 《该 图 是 应 用 MATLAB 
的 位 汶 数 得 到 的 六 水 平 轴 为 下 二 0,1,2, n n = 机 ,小 因 直 的 坐标 为 (k, |G). 
WA fee ot RAR OE EA (H Riemann-Lebesgue 引 理 )，| 从 | 感 上 减 小 到 
k=n/2 时 。 BAG el = lp FE, Bath > Pol 的 值 与 Gayo, 
…| 纺 | 的 一 样 ) Vk!) IR FARK = n/2 = 92 对称 


名 


第 上 个 傅 里 呈 系 数 的 绝对 值 
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例 3.6 
考虑 如 图 3.4 所 示 的 信号 ， 它 由 以 下 函数 产生 ， 
y(t) = e7 ©)” (sin 2t + 2.008 4t + 0.4 sin tsin 50t) 


HPOCCKWn, AWAMEES PER RZMRA. ES AOKES LAAR 
CAPS 256 个 等 间隔 的 祥 值 点 ， 然 后 得 到 其 离散 傅 里 叶 变 所 系数 
Ys 二 0,'''，255, 由 图 3.4 可 知 ,噪声 频率 大 于 5{ 每 2x 为 1 个 周期 ) FH, 
TRABOCK SSH MH, BSECK KIBAHEA O. HEE 34， 当 
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18<k<20H, 7 =0, 最后， 对 经 过 滤波 后 的 系数 拟 ， 应 用 快速 博 里 叶 递 变 
接 ， 得 到 经 过 兹 波 后 的 复原 局 号 ， 如 图 3.5 所 示 。 
25 

















I 2 3 4 5 6 7 
图 3.4 未 滤波 的 信号 


2 T T 





0 1 2 3 4 5 á 了 


图 3.5 用 FFT 滤波 后 的 信和 号， 仅 保留 上 = 0.……,5 时 的 六 


例 3.7 
考虑 如 图 3.6 RES, HAP RRP: 
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y(t) =e" / (sin 2t + 2cos4t + 0.4 sin tsin 102) 


其 中 0 <t con, AARRE AER, AESHDORETAR, MER 
该 信号 得 到 压缩 。 同上 例 一 祥 , FRA = 6+ SM BME, Bh 
RAMEL TERE RR, SHEP 200M RMA 0 PPR DM 80 名 个 系 
AK), RESO MTRRA ETHER, 最 后 得 到 压缩 后 的 信号 ， 如 图 37 
HR. 注意 . 由 于 傅 里 叶 级 数 的 部 分 和 是 周期 性 的 ,所 以 看 在 Gibbs 效应 ， 复原 
信号 在 0 和 ?25 处 的 值 相 同 。 











图 36 AERIS 








图 37 用 FFT 压缩 80% RES 


原 信号 ?与 压缩 信号 yc 之 间 的 相对 误差 为 : 
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相对 误差 = -Bre =0.1018 


遂 过 附录 B 的 MATLAB 代码 可 了 解 如 何 用 MATLAB 计算 相对 误差 。 


3.1.4 WEHE FET 近似 


FFT 的 一 个 非常 重要 的 应 用 是 计算 函数 # 的 傅 里 叶 变 换 的 数值 近似 ， 其 中 了 定义 
于 astsp 上 , 且 以 了 为 间隔 进行 了 等 间隔 取样 [ 即 在 a, a 十 了, a 十 2 了 …,4 十 (mn 一 1 并 
二 6- 了 处 取样 , 这 里 了 = (6 一 a)/nj; 设 毅 数 7 在 区 间 [a, 呈 外 为 0, East <b EER, 
且 满 足 1(5) = fle), BAAS RS EAMES, lesb) = fo) Ae SB 
信号 在 t = 8 处 不 连续 ， 当 信号 由 健 里 叶 系 数 重 构 时 ， 将 引发 Gibbs RR. 

j 的 傅 里 叶 变换 为 ; 





b 
w) = 7 f Fet dt 


TERETERE PESHE FIR oe E bE 0 BI. 40 = mie (成 二 a 十 
(b— a)6/2n), FPR: 


Fw) = [2r ae Fla + (b - a}8/(2r) eH“ EAD ag 


_ b-a 
7 (2m )3/2 


注意 ， 若 定义 函数 9 和 频率 wk 为 


e iva F fla+ (b—a)6/(2n))e tm? ag 
g 


gO := flat (b—a)8/(20)) 和 wr = k 
AF (we) REM: 
> p— Qn _ ; 
flow) = ee E [gaye ao) = hem, 


这 星 的 名 是 9 的 第 # 个 伟 里 叶 线 数 的 系数 。 
离散 傅 里 叶 变换 (DFT ;与 傅 里 叶 级 数 的 系数 之 间 的 关系 前 面 已 讨论 过 , 首先 , 令 


,27 _b-a . 

w=9( Z) = flat n )， J=O0,00+,n-1 
~ 

h T 


那么 这 个 入 就 是 了 在 a 十 TARRE, Geh DFT UMA /n. RABY DET 
与 /的 关系 是 : 
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Ha 
> 所 tk = Te Yk (3.6) 
应 用 13.6) 式 就 可 以 用 7 的 值 近似 其 傅 里 叶 变 换 在 频率 为 wx 处 的 值 . 此 处 的 了 是 已 取 


样 后 的 。 
3.1.5 应 用 1 一 一 参数 辨识 


作为 骨 散 傅 里 时 变 忆 的 应 用 ， 考 虑 预测 建筑 物 在 风 或 外 力作 用 下 的 播 摆 问 题 。 
建筑 物 尤 其 是 高 层 建 筑 ， 在 风 的 作用 下 会 摇摆 和 振动 ， 这 很 常见 而 且 难 以 避免 ， 但 
过 于 剧烈 的 摇摆 利 振动 会 引起 建筑 物 的 狙 构 损 伤 。 如 何 知道 在 温 风 下 其 结构 的 变 

化 ?” 由 建筑 物 的 水 平 位 移 宇 和 风力 j 构成 的 一 个 粗略 的 模型 如 下 所 示 : 
au” + bu + cu = f(t) (3.7) 


| 这 里 的 a、b 和 ec 为 正 的 常量 LAR —4ac< 0. 这 是 一 个 很 普通 的 差分 方程 . 但 问 
| 题 是 a 、5 利 c 均 未 知 ， 所 以 不 得 不 通过 实验 来 确定 它们 。 
实验 可 以 这 样 做 ， 斤 汽 狩 敲 击 一 面 墙 ， 记 下 墙 的 响应 。 汽 锤 的 冲击 力 可 表示 为 
F(t) = fdl), AE E Dirac RAK, foe. WTR Dirac 两 数 这 样 的 信号 ， 
其 全 部 作用 力 等 于 1， 同 时 持续 时 间 极 短 。 从 理论 上 讲 ,5 RREA 一 0 时 六 的 极 
限 ， 如 图 3.8 所 7 未 ”相应 的 溃 击 响应 刀 为 ( 见 参 考 文献 [3] 的 第 6.4 节 ): 


0 t<0 
u(t) = (3.8) 


fo sin(wt}e Ht £20 
wa 
































a vdac-— b? b 
RE, w= , H= 
20 2a 





图 3.8 f, BE 
下 面 的 问题 就 是 要 研究 在 不 同时 自用 汽 犹 敲 击 建筑 物 后 ， 建 筑 物 的 位 移 (HE) 
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EEN, MRR HER. 理论 上 讲 , 频率 w 是 由 该 曲线 | PERU py HEHE fo/(wo) te 
RH AA fC CARRIE). 参数 a 可 由 幅度 扣 /{wa) 和 ww 确定 . BH b Mer] 


Vdac b b 
由 等 式 w = a = 5 aie ( 两 个 等 式 两 个 未 知 直 


沪 方 法 存在 的 问题 是 . 实际 测 到 的 数据 ( 位 移 的 基 测 值 ) 与 由 ( 3.8 ) 式 得 到 的 理 
ee AAT Ae]. 其 测 数 据 中 包含 高 频 噪 声 ”前 述 模型 中 用 到 的 线性 差分 方程 和 6 遇 
数 只 是 对 相应 的 物理 系统 和 汽 锤 的 实际 作 几 力 的 粗略 近似 ”实际 系统 中 小 的 非 线性 
和 持续 - - 段 时 间 的 冲击 部 将 使 得 的 理论 值 与 最 测 值 有 所 出 入 。 TE, 频率 w 就 很 难 
再 接 从 量 测 数 据 中 推断 出 来 : 

若 能 去 掉 前 面 提 到 的 这 些 不 利 尖 素 ，w 的 近似 值 还 是 可 以 得 到 的 , 在 此 , 离散 傅 
里 叶 变 换 起 着 决定 性 的 作用 . 频率 应 是 最 大 的 舌 率 分 量 , 这 个 频率 分 量 可 通过 计算 
量 测 数据 的 离散 传 里 叶 变换 得 到 - 融 过 分 析 量 测 数据 的 幅度 可 得 到 衰减 量 的 近似 
值 。 于 是 根据 上 文 给 出 的 公式， 参数 m ,总和 "的 近似 值 也 就 确定 下 来 了 。 这 个 问题 
的 进一步 讨论 见习 题 3-6 


3.1.6 应 用 2 一 一 差分 方程 的 离散 化 


下 面 研究 DFT 的 另外 一 个 应 用 , 考虑 1 3.7 ) 式 的 差分 方程 , 令 / 是 一 个 连续 的 、 
以 2 为 周期 的 + 的 函数 。 若 对 任意 的 ! ，y(O 已 知 ,用 通常 的 分 析 方法 即 可 得 到 该 式 
的 惟一 解 ( 见 参考 文献 [3] 的 3.7.2 节 ). 若 仅 在 二 = 2xj/nr，n 之 1 时 了 已 知 , 那么 这 
个 通常 的 方法 不 再 适用 。 

把 差分 方程 离散 化 后 青 行 研究 ， 而 不 是 直接 研究 其 本 身 。 离散 化 的 方法 有 多 种 . 
当 = n/n, 用 下 面 的 近似 式 进行 离散 化 : 


u(t) — u(t — h) 
h 

















yt) 
u(t + A) + u(t — h) — 2u(t) 

he 
Stk = Ink/n, uk = uty), Sk <n. 因为 4 是 周期 的 , 所 以 wn = 加 “4t= thi. 
上 述 莽 分 方程 变 成 : 


EY 


MUSES 全 一 (3.9) 


tka, + Up, — 2tik 
u (tp) ae Ot om (3.10) 


这 里 1 & kn 一 1。 把 以 上 两 式 代 入 差分 方程 式 (3.7 ) 式 ， 合 并 同类 项 后 ， 有 (见习 
题 10): 
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anky + up + yup =h fe lg&kgn—l (341) 


ZE fy = Frkin), 8 = ch? + bh — 20,7 =a ~ bh | 

Bu c 6, 是 差分 方程 (3.11 ) 式 的 一 个 解 ， 今 站 = FAS = 和 由 以 及 下 = 
exp(2mt/n) . 对 (3.11 ) 式 两 端 进行 DFT， 并 应 用 定理 3.4 的 第 1 部 分 , 得 得 ( 见习 
Hll} 


ùj = hlaw + B+ ye) A (3.12) 
此 处 假设 aa + 8+5P RHO (见习 题 12)，、 Ala, METH DET Hi Eje 


当然 还 有 一 些 其 他 的 方法 来 得 到 tu [ 解 (3.11 } 式 的 线性 方程 ] . 然而 ,常常 需要 
解 的 频率 响应 ， 此 时 ,，( 3.12 ) 式 就 直接 给 出 了 它 的 离散 伟 里 叶 室 换 





3.2 ”离散 信号 


模拟 信号 经 过 取样 后 得 到 离散 的 数字 序列 = (tto T), ely 
Bink TAREN. 离散 信 身 又 称 为 时 间 序 列 : 本 节 将 讨论 有 关 储 里 叶 分 析 (第 2 
H) 的 房 散 形式 





3.2.1 时 不 变 和 离散 线性 滤波 器 


2.3.1 节 中 研究 弛 连续 时 不 变 滤波 器 , 本 节 将 考虑 其 离散 形式 . 首先 定义 序列 z 的 
时 不 变 算 子 了， 
Tp (mle = zk 

即 算 子 把 序列 z 向 右 平移 了 P 个 单位 。 例如， 车 zk = +R), My = Tle) a 
为 Wk = (1+ (k—p)?)"4, HER, DTRREET. 

为 免 于 讨论 无 限 序列 的 收敛 问题 ,我 们 暂时 令 序列 是 有 限 的 , 即 仅 考虑 当 | 对 > K 
时 有 zx = 0 的 序列 ， 这 里 的 下 是 某 个 正 数 . 

定义 3.8 ”把 序列 = 变换 为 序列 y 的 线性 算 子 严 : 2y ERKEN. ME 
F (Tp(x)) = Tp (F(a). 

TBR FLA FL He ea PE DE BE AS ER ( 见 定义 2.13 ) 的 离散 版 本 。 

BERT PSSM TAU el IPH BPE, BE, 


n t kn 


eL = 
k 1 kan 
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为 什么 ? BHARTI RAR Deer znee = Zh， 所 以 序列 :可 写成 和 式 
Zz 一 开 , yznen 。 下 的 线性 意味 着 


F(z) = 5 Fitne") = y Ead (e”) 


a 把 (3.13) 


PUB EAP ee RAHA, WF SESW - 
Sfr = Re] 是 en 经 下 变换 后 的 值 。 若 严 是 时 不 变 的 ,那么 
T,(f") = Tp (F(e")) 
=F (T,(e™}) 由 时 不 变 
= F(etP) (见习 题 1 ) 
T(f") = prt? (3.14) 
HT, AE LATIN (TOI = FR» » 因此 ,(3.14 tm? = fp Ban =o, 
MAS = fpo Ansty, A: 
FE = Shen 
同时 ， 由 (3.13 ) 式 有 : 
Flt), = Y` ta Fhe”) 
maL 
Jk 
ALA fp = fen 所 以 有 : 
F(x), = Y tn fim 其 中 f= 


ne2 
比较 上 式 与 连续 时 的 定理 2.17 中 的 时 不 变 算 子 。 定 理 2.17 中 的 算 子 是 把 两 个 连续 函 
数 ( 见 定义 2.9 ) 做 着 积 。 闭 用 求 和 取代 连续 卷 积 中 的 积分 ， 即 得 到 上 式 ,下面 定义 
两 序列 的 离散 卷 积 。 


定义 3.9 HME) ”序列 zx 和 y， 其 卷 积 z *y 定 义 为 ; 





(z *y)k = So zk_nan (3.15 ) 


nE 


若 其 中 序列 均 绝对 收 合 。 
本 节 分 析 的 主要 内 容 可 归纳 为 以 下 定理 。 
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定理 3.10 若 下 是 作用 于 序列 的 时 不 变 线 性 算 子 ， 具有 卷 积 形式 ， 即 若 有 绝对 

KREAS, I 
Fir) = fra 

反之 , 若 F[z) =f*x， 则 下 是 一 个 离散 的 时 不 变 线性 算 子 、 

这 样 的 卷 积 算 子 又 称 为 离散 滤波 器 。 满 足 F(e°) = 了 的 序 别 /是 在 时 刻 0 对 某 个 
“冲击 ”的 响应 ， 称 为 冲击 响应 【了 IR ) ( 参见 定理 2.17 的 证 明 } Af 的 非 零 项 数 有 
无 穷 多 个 ， 则 称 为 谍 限 冲击 响应 (JIR ); 车 f 仅 有 有 限 个 非 零 项 ， 则 称 了 为 有 限 冲 
击 响应 (FIR ), 


3.2.2 乙 变 换 和 转移 函数 


本 节 将 导出 已 上 的 无 限 序 列 的 离散 傅 里 叶 变 换 ， 称 为 2 变换 。Z 变 换 与 博 里 叶 级 
数 的 复 形 式 之 间 存 在 确定 的 关系 式 。 第 7 章 中 还 会 再 次 遇 到 变换。 

前 而 已 讨论 过 ， 召 是 能 量 有 限 的 序列 空间 ( 复 值 )， 即 对 序列 z = (...,2-1,20, 
fie), 有》 lzn < ceo。 天 上 的 序列 z 和 8 的 内 积 为 人 y) = Dn Inin: 


定义 3.11 序列 了 =m, E-to th vee) EP 的 2 变换 定义 为 ， RAT: [-r, 7] 
一 已 ， 


Fp) = > zje 


j=—00 


通常 ， 在 人 ) 的 定义 中 令 z = e”， 于 是 全 成 为 : 
B2)= P y 
j=% 


这 就 是 Z 变 换 名 称 的 来 历 。 
由 了 变换 可 得 到 对 有 限 序列 的 离散 傅 里 叶 变 换 的 定义 。 为 此 ， 设 z = otn, 
zn-1 是 一 个 有 限 的 序列 【所 以 当 7 < 0 和 j >ne, = 0 )。 把 复 角 的 定义 


27k 
$9 二 一代 入 2 变换 中 ,得 到 : 
n—l Lh n=] f 
a 2m = Sones = yaw 


n 
j=0 j=0 


这 里 ww =e, AWE SMe X—_ch RRS ESRB MRR. 
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与 埔里 叶 级 数 的 关系 .2 变换 与 传 里 叶 级 数 之 间 有 一 个 非常 重要 的 关系 武 。 对 给 
定 的 了 E [5,7]， 其 傅 早 叶 级 数 为 : 


/网 = 》 mne 





这 里 的 zn 是 f 的 第 项 储 里 叶 系 数 ; 
Tn = af. (的 enet 
HEWWE, 有 
#8) = J, me"? = f(e) (3.16) 


FE, 求 侍 里 叶 级 数 就 是 一 个 把 函数 jE [7,7] 转 换 成 序列 {zn}€ PALE: 而 
ZEROES (rn Eee Hee. FARR TRACES AWK. 
pë 
{ € {a,x Sanaa > {zn} EE 
{(-@) =E) Ee Ln) $ ZER {zn} ER 
LSU ay eee ety. 变换 与 傅 里 叶 级 数 之 问 更 深层 次 的 联系 是 由 Parseval 定 理 
[I (1.39) 式 ] 给 出 的 . 苦 z 和 加 是 /9 E 严 [-T 如 的 傅 里 叶 系 数 ， 那 么 








和 = f Lg) dd 由 (139) 式 





~ = f 3-089 do 由 (3.16) 式 
HERERO > -9 A: 
a | ROTM = Yaad; 
或 者 有 : 


la 
ap P Prena] = {7, WE 


这 里 了 = (419,221,209, 21, +++) , y= (y-n YoY 把 以 上 讨论 的 总 结 为 
FEHER, 
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定理 3.12 ZERE I 5 瑚 [-m 台 之 间 的 一 个 等 距 同 构 【除了 因子 172r 外 ， 
你 持 内 积 不 变 J HL 一 (i, Tl COs tte) oe: ( rey- Yo die! JEP EY 
序列 ， 那 和 


1 
On rie ) 12m = iz, yje 


卷 积 . 下面 讨 沦 卷 积 算 子 和 2 变换 之 间 的 关系 前 面 已 提 到 过 , 这 里 的 离散 卷 积 
算 子 同 连续 卷 积 算 子 类 似 ， 以 下 的 定理 把 此 相似 性 明确 下 来 与 定理 2.10 做 比较 


定理 3.13 f= {fame (enh BP? LAPS. BBA 
GDA) = ozo) 
BAAO EFI AZER, BRASE SER ROK, REF) = far 
通常 用 相应 的 序列 了 确定 卷 积 算 子玉 HEERE T EIER A E F } 


证 明 由 2 变换 的 定义 有 ;: 


和 全 = > (f«z)(nje i"? = > ( 5 hart) em 


用 一 一 DO n=-00 \ko-o 





因为 e-ad = emtee iln- MA: 


TOC -5 y fre en pe be 


n=-% k=-—30 


~ D fpe t 3 z, pe kd 


kaon 入 二 一品 


上 式 中 已 交换 了 求 和 的 次 序 . 在 第 2 个 和 式 中 用 把 指标 n 一 大 用 又 取代 , 则 上 式 成 为 


Fez) Xo) = (> y pe) ( > rat) = Foilo) 


k=- 人 一 一 5 
证 毕 . 
卷 积 算 子 的 伴随 算 子 : MAHESH. STF POP eRe TR. 
oi, 定义 如 下 ( We 0.29): 
(Fiz). = {ry 2, ye? 
下 面 的 定理 给 出 卷 积 算 子 的 伴随 算 子 的 计算 公式 。 
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定理 3.14 设 已 是 序列 户 的 卷 积 算 子 -那么 严 是 序列 下 = S MERET, F 
HE RB FO. 
证 明 由 卷 积 和 已 的 定义 ， 得 到 
(F(z), Wr = (f +z ype 


= > (f*2)nUn 


» “œ 
= y Th y J-ik-n)Yn 


k=~-00 n=- 


Do Fie nite REC ak), AE (m) = 了 _m。 因 此 有 
(F(x) ye = Y oe (PWR) a, (f ye 
k=—090 
yea LAF (o),y) = (r, FU), AAFO) = (S'y), UBS = 了 ,证 毕 
定理 的 第 2 部 分 可 由 第 1 部 分 得 出 ， 因 为 


P= P pet (由 “的 定义 ) 


n= -=t 


》 ”了 _ne th 【由 定理 第 1 部 分 ) 


n=- 00 


ll 
他 
a 

Las} 

= 
a 
& 


= D fme imt { 令 m=—-n } 
= Fio) 
证 毕 。 
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3.3 习题 


下 面 的 一 些 习 感 需 要 用 到 快速 傅 里 叶 变 换 { A] Maple 或 MATLAB 的 FFT K% 
实现 之 ) 

. WEAT,(e") = etr, RER Tp Ae” WL 3.2 节 的 定义 。 

. 证明 定理 3.4, 

， 推导: 3.8 ) 式 ( 见 参 考 文献 [ 引 的 6.4 T) 

， 男 出 (3.8 ) 式 中 4 的 图 形 , 已 知 a 二 1,8=5,c=37 和 如 =1，。 

.继续 上 题 ， 用 MATLAB 或 其 他 语言 编程 实现 ， 在 [0,4] 上 对 均匀 地 取 256 个 样 
(FL. 画 出 4 的 FFT 系 数 的 绝对 值 图 形 ， 确 定 最 大 的 自然 频率 w/2fr 。 同 上 一 习题 
的 结果 做 比较 。 

6. FFT 上 县 有 最 佳 的 频 域 局 部 化 特性 。 根据 FFT 数据 , 找到 一 个 估计 衰减 量 上 的 方法 。 

7. Wei, + 


a) p= Tana t= — 








f(t) = e7% (stn(2t) + 2cos(4t) + 0.4sinft) sin(50t)) 


& yn = f(2kn/256), k = 1 256 对 了 进行 离散 化 。 用 快速 傅 里 时 变换 计算 
Ue, 0 Sk 256, WEM 3.4 TR, n-k = Te, KH, SmE, Jo. 
Yin 和 Yosg—ms +, Voss 就 是 低频 系数 ,对 my =6, 9 = 0 mck <255—m, 
PER T Boise, RI Be GWE ee, 
BURA Ys. ELVES oe Ft -S Ra SRE, Shem SRA A ASAE 

8. IRM, Stol = 1.0. 在 习题 7 中 , Alte! < 如， 则 赋 思 为 0。 对 这 些 修改 后 的 系 
数 弥 应 用 快速 傅 里 叶 逆 变换 ， 得 到 压缩 后 的 妇 。 男 出 压缩 后 的 煌 并 与 原 信号 做 
比较 。 对 tol 实验 其 他 不 同 的 信 ， 并 画 出 滤 除 的 情 里 叶 系 数 的 百分比 与 io 之 间 的 
KAMA, MATLAB 的 sort 隔 数 在 该 过 程 中 可 以 派 上 用 场 { 见 附录 B PAZEN 
的 MATLAB 鹅 序 段 ), 计 算 压 缩 信号 与 原 信 号 的 相对 站 误 差 ( 见 附录 B 的 MATLAB 
程序 段 )。 

9 在 区 间 0 入 了 乞 1 上 ， 用 下 面 的 函数 重 做 以 上 两 个 习题 


f(z) = -522 + 10024 - 492° + 2+ N(100(2 — 1/3)) + N(200(a - 2/3)) 
这 里 ， 
N(t)=te® 


IERT, ye = f(k/256) . 
10. Æ t = te =2rk/nith, 把 (39) 式 和 (3.10) 式 代 人 (3.7) 式 , 导出 (3.11 ) 式 。 
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11. Baw) 十 8 十 Y 友 不 为 9， 推导 (3.12 ) 式 - 

12. i$ a, b,c 和 4ac 一 如 是 下 数 ; 如 (3.11 ) 式 所 示 , 令 A = ch? + bh - 2a Aly = a- bhe 
TEAR bh < 2a. Waw + 6+ Ww AMBER O (提示: 证 明 若 |2| = 1, 则 二 次 广 
程 az? + Bz 十 = 08 AH), 

13. 求 必 +28 十 22 一 3cos( 的 以 /3 为 周期 的 精确 解 ， 并 同 那些 在 mn = 16, n = 64 
和 mn = 256 处 的 离散 近似 解 做 比较 . 需要 用 刘 MATLAB 等 编程 语言 来 计算 FFT 
Al IFFT, 

14. 内 为 复 指 数 w = explint) BU a HAS F D’ [u] = u” 的 特征 沿 数 (有 即 
D [ul = -r'u 该 算 子 的 离散 形式 可 作用 于 S。 上 的 周期 序列 .车 的 周期 为 n， 
ABA ch PREX Lul: 


Lluly = tpg + Uh-1 ~ Zuk 


(a) HEALERS, 至 56, 的 映射 
(b) Hn=4, WIER LHE MA: 


-2? 1 0 1 
1-2 1 0 

Ma=+} 0 1 2 1 
1 1 - 


c ) 求 证 M4 是 自 伴随 的 , 即 可 对 角 化 的 . 求 其 特征 值 和 特征 矢量 .( 3.2 ) 式 的 F 
和 矩阵 列 矢量 同上 面 的 特征 矢量 有 何 关系 ?你 能 通过 FFT 把 M EER AE 
u 请 解释 一 下 
d) 求 ?为 任意 值 时 的 结果 ( 提示 : 对 [uk 应 用 DFT， 不 要 忘记 FET 只 是 DFT 
的 一 个 快速 算法 }. 
15. ( 循环 与 DT 1 nxn 矩阵 4 称 为 循环 阵 ， 若 名 个 对 角 线 上 的 元 素 相同 ， 且 其 指 
brie “Hin” 例如 ,下 面 的 4 x ABEE AEEY. 


ra 一 ~ 过 
the a 


2 1 
y 2 
7 9 
1 7 


Ca) 考虑 以 mn 为 周期 的 序列 e， 这 里 ae = Agi = 0,.…..n 一 1: 根据 序列 写 
出 矩阵 4 的 各 元 素 - 

Cb) OX 2nx 1 Alam. 证 明了 = AX 等 网 于 y sexe, Bem y BAM a 
的 序列 ， 即 ze = Xay Aye = Yer, f= 0,+-+,n—1- 


rT AAA AA A eA AAA R A 
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(c) 证 明 DFT 可 对 角 化 任意 的 循环 阵 , Wn PPAR, = D, 这 里 的 是 对 角 阵 
已 中 的 各 对 和 角 元 是 什么 [ 即 求 4 纸 阵 的 特征 值 )? 
16. 求 序列 


z={.,. 0 1 i 1 ... 1 <) 
的 了 变换 


第 4 总 Haar 小 波 分 析 


4.1 小 波 的 由 来 


小 波 最 先 在 工程 中 被 地 球 物理 学 家 用 来 分 析 通 过 爆炸 方法 产生 的 人 造 地 震 数 
据 ， 以 便 找 油 、 探 太 等 ， 通 过 分 析 便 可 得 到 地 表 下 的 岩层 “图 像 ” 实质 上 ， 地 球 物 
理学 家 们 只 是 骨 一 次 地 发 现 小 波 而 已 ， 数 学 家 们 已 在 几 十 年 前 用 它 来 解决 一 些 栅 象 
的 问题 ,但 一 直 没 期 望 在 信和 号 处 理 领域 中 得 以 应 用 ”. 

地 震 法 探矿 产生 的 数据 是 许多 的 二 维 图 像 , 层 秋 后 以 形成 个 地 表 下 岩层 的 三 维 
图 像 。 每- - 帆 二 维 的 图 像 信 息 通过 排 成 线 阵 的 传感器 来 获取 ， 爆 炸 发 生 在 线 阵 的 一 
端 ， 以 产生 地 壳 中 的 地 震波 。 线 阵 中 的 每 个 传感器 实时 地 收集 由 于 爆炸 而 产生 的 地 
壳 运 动 ， 沁 录 下 的 就 是 地 震 数据 ( 见 图 4.1 ). 

标 礁 地 起 数据 





wit 一 


时 间 一 





图 4.1 一 个 典 才 的 地 震 数 据 。 横 坐标 其 时 间 刻 度 . 纵 党 
标 是 位 移 ， 振 动 频率 及 其 发 后 的 时 刻 都 很 重要 


首先 被 传感器 记录 到 的 是 没 善 地 表 传播 的 直达 波 ， 这 个 一 般 不 太 重要 。 接 下 来 
的 是 地 表 下 岩层 的 反射 波 ， 这 些 非常 重 间 。 波 到 还 传感器 的 时 间 信息 给 出 了 反射 央 
层 的 位 置 ， 波 的 振动 频率 反映 子 该 知 层 的 精细 结构 信息 。 把 沿线 各 传感器 收集 的 信 
Rea, MAR THAR Roki ER. 

用 地 震 法 探矿 的 关键 是 对 收集 来 的 信息 是 否 有 适合 的 信号 分 析 方 法 。 傅 星 叶 分 
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析 在 此 不 是 一 个 好 方法 。 它 仅 能 提供 频率 信息 【组 成 信号 的 正弦 波 )， 而 并 没有 给 出 
某 个 正弦 波 发 生 的 时 刻 。 另 外 一 个 方法 一 短 时 傅 里 叶 变换 〈《STFT ) 会 好 一 些 。 整 
个 时 间 域 被 分 制 成 一 些小 的 等 时 间 间 隔 ， 然 后 分 别 用 傅 里 叶 变 换 分 析 之 ， 结 果 显然 
包含 了 时 间 和 频率 信息 。 然 而 该 方法 壕 存在 一 些 问题 ， 由 于 时 间 间 隔 不 可 调 ， 所 以 
那些 持续 时 间 非 常 短 的 、 频 率 很 高 的 脉冲 信号 的 发 生 时 刻 难 以 检测 到 。 

下 面谈 谈 小 波 ， 小 波 可 以 跟踪 时 间 和 频率 信息 - 它 可 以 “ 近 看 ”前 面 提 到 的 短 
EK, RE “GCE” LARUE TH, 





4.2 Haar 小 波 


4.2.1 Haar 尺度 函数 


AB RE RT Tae Ee BR AEA, MRERR O APY, 2 
两 个 函数 产生 了 一 组 可 以 用 于 分 解 和 重 构 信号 的 函数 族 。 ERP, oA 
RA UE”, YRA EHNE”, 

最 简单 的 小 波 分 析 基 于 Haar 尺度 函数 ， 如 图 4.4 所 示 ， 其 构筑 块 就 是 这 个 基本 
图 形 的 平移 和 伸缩 在 高 度 和 宽度 方向 上 )。 

下 面 用 例子 说 明 该 分 析 的 基本 思想 。 考虑 图 4.2 中 所 示 的 信号 ,可 认为 是 某 一 物 
理 量 的 量 测 值 (例如 一 个 周期 内 的 线 电 压 ) 与 时 间 的 函数 . 图 中 的 两 个 尖峰 表示 由 于 
电压 表 连 接 不 牢 而 产生 的 测量 噪声 ， 我 们 希望 滤 除 该 噪声 。 图 4.3 中 显示 了 用 Haar 构 
筑 块 近似 原 信号 的 一 种 形式 ， 高 频 噪声 表示 为 高 而 罕 的 方块 ， 如 果 有 一 个 算法 能 检 
测 到 这 个 窗 块 ， 则 有 可 能 消除 这 个 量 测 品 志 并 且 对 信号 的 其 他 部 分 无 影响 、 


3 i a T T T T r T 


< va | 
| ~ 


OB 02 03 04 05 06 07 08 09 | 
图 42 一 个 有 故障 的 电压 表 的 量 测 数据 
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用 Haar 尺 并 函数 产生 构筑 块 等 别 简单 ， 并 且 可 以 示例 多 分 辨 分 析 的 基本 是 想 ， 
因此 下 面 我 们 将 详细 讨论 之 。Haar 小 波 的 不 足 是 它 不 连续 ， 因 此 不 能 够 很 好 地 近似 
连续 因数 (图 4.3 实际 上 并 没有 很 好 地 近似 图 4.2 )。 在 后 面 的 章节 中 , 还 会 介绍 一 些 
其 他 的 小 波 。 例 如 对 于 Daubechies 小 波 ， 它 是 连续 的 ， 但 还 保持 着 像 Haar 小 波 那样 
的 局 部 化 特性 。 























0 Ol 02 03 O4 0 04 07 OR 09 1 
图 43 用 Har 函数 对 电压 信号 的 一 个 近似 


422 Haar 尺度 函数 的 基本 特性 
定 兴 4.1 Haar RARE NH: 


h 若 0<x<] 


A= 10 其 他 


如 图 4.4 所 示 。 





图 44 Haar 尺 度 函 数 
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起 (Z 一 睛 与 9 的 图 形 基 本 一 样 ， 只 不 过 向 右 平 称 了 Ek 个 单位 RR > 0). SwE 
所 有 撒 如 
arglz— k), ak ER 


kez 


的 函数 组 成 的 空间 ,大 可 在 任 一 有 限 的 整数 范围 内 取 值 。 因 为 Wfz 一 站 在 z = 天 和 
了 三 天 十 1 处 不 连续 ， 换 句 话 说， 硬是 所 有 不 连续 点 仅 在 整 数 集中 的 分 段 常量 函数 所 
组 成 的 空间 。 因 为 x 的 取 值 范围 有 限 ， 所 以 在 某 个 有 和 漠 集 外 三 的 元 素 为 0 这样 的 一 
个 函数 称 为 具有 有 限 支 撑 或 紧 支 撑 的 。W 中 一 个 典型 的 元 素 如 图 4.5 所 示 。 


y aa 





B45 克 中 一 个 此 型 的 元 素 


注意 ， 矶 中 的 函数 也 可 能 在 整数 点 处 连续 【例如 ， 若 gl = a2， 则 上 述 的 和 式 在 
r= 2 处 连续 ds 
例 4.2 
下 面 的 函数 
f(x) = 2¢(x) + 30(7 — 1) + 3¢(z — 2) - $7—3)em 
如 图 46 所 示 .， 该 函数 在 " 二 0, 1, 3 和 4 处 有 间断 点 。 
我 们 需要 一 个 窜 的 构 找 块 去 分 析 高 频 信 号 ， 该 块 的 宽度 应 是 沪 的 一 半 即 和 (22)， 
如 图 4.7 所 示 。 
HHO ~k) = O(c 一 上 12)) 的 图 形 与 涡 数 (27) 的 图 形 一 样 ， 只 不 过 向 右 平 
HTR/AWASE, ANANTH ARAM SH. 
5 appz- k) ap ER 
kez 


从 几何 上 看， 隐 是 由 时 支撑 的 分 段 常量 函数 构成 的 空间 ,其 可 能 的 间断 点 在 半 整 
数 点 处 {0, 士 /2, 士 1, 土 272 
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at 








= 
pot 
Nab 
te 








——3 

i me 看 人 2 工 ) 
1 

， 

0 t | @ 
© + +y 
0 5 
图 4.7 plr) 
例 4.3 
AR 


f(x} = 4e(2z} + 26(22 — 1) + 242z- 2) (2r 3) cv 
如 图 48 所 示 ， 其 间断 点 在 了 = 0, 1/2, 3/2024, 
有 以 下 更 一 般 的 定 文 。 
定义 44 hid - 非 负 整数 ，7 级 阶梯 函数 空间 表示 为 轧 ， 它 是 由 函数 集 
{-,6(2/ + 1), r) pP- 1), ole- 2),..)} 
在 实数 域 上 张 成 的 。 驴 是 紧 支撑 的 分 段 常 基 冰 数 空间 ， 其 间断 点 在 下 列 集 合 中 ， 
{+,—1/27,0,1/27,2/27,3/27, +} 
Vorb 6) eR BCE TE ROBIE [ATED A BAB RR, V9 EE OF 
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机， 市 太 的 间断 点 在 半 整 数 集合 全 … 1/2,0,1/2.1,3/2, + pp. HE, 有: 
WoW C+ VCC 


这 种 包含 关系 是 严格 的 . HER r)Ey, Horen [A Aer) fx = 172 处 有 
间断 点 ]。 





+ 4 
站 一 








图 4.8 例 43 中 的 F 


态 包 含 所 有 在 分 辩 率 为 2-? 下 的 相关 信息 。 随 着 7 的 增加 ， 分 辩 得 更 精细 -。 
V < 号 + 意味 着 随 分 辨 率 的 提高 , 不 会 损失 任何 信息 , 该 包含 关系 也 说 明了 为 什么 仿 
是 以 9(22x) 形 式 而 不 是 以 6(ax] 形 式 定义 的 ,假如 定义 加 用 Pp(3z 一 让 而 不 是 6(4z 一 让 即 
(2a ~ j), PRA Vol AAA ( 因为 172 的 倍数 不 在 173 的 倍数 集合 中 )， 


42.3 Haar 尺度 沙 数 的 基本 性 质 
下 列 定 理 是 以 上 定义 的 和 白 然 稚 广 。 
定理 4.5 


(1) f(z)eWW， 当 有 目 仅 当 f(2z)eW. 
(2) TeV, KARAS r) EV, 


证 骨 下 面 证 明定 理 的 第 一 部 分 ,车 丙 数 f 属 于 成 , 旭 f(z) 蚌 {0(z - k) kE zji 
MEAS, US (22) E{ (22 — k) k © 22) 的 线性 组 合 ， 这 说 明 f (27x) 是 仍 的 一 个 
元 素 。 其 道 的 证 明 与 第 ( 2 ) 部 分 的 表述 类 似 。 


9(2z) 的 图 形 是 宽度 为 1/27 的 尖峰 。 随 的 增加 ，9(2z) 的 图 形 (经 过 适当 的 平 
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移 ) 就 与 信号 中 的 -个 尖峰 相似 了 ， 这 正好 是 希望 滤 除 的 部 分 、 于 是 希望 有 种 算法 
能 把 信号 分 解 到 Vi 的 各 个 分 量 ， 这 就 是 要 构造 WW 的 一 个 标准 正 交 基 LAR). 
从 WW 开始 , 该 空间 是 由 和 其 平移 产生 . 每 个 gtz 一 各 有 一 个 互 上 的 单位 范 数 ， 即 


Itz — k)? -f dle- a= f 1dz =I 


BSAA, Mole 一 站 与 9(z 一 局 的 支撑 集 不 相交 ( 见 图 49 )， 因 此 ， 
Ce -Do ihe= f ol -jolr -dr 0 jk 
所 以 集合 {9(z 一 问 , 尺 E21} 是 和 Ww 的 一 个 标准 正 交 基 ， 


x= hxk) 











上 一 一 一 一 
“a 
+ 
ža — — — — — 
pa 
+ 





图 4.9 ofa - 9) Tol- kh ARR AA 
经 过 类 似 的 讨论 ， 可 得 到 如 下 更 一 般 的 结论 . 
定理 46 a 2ar—k); ke oe 的 一 个 标准 正 交 基 : 
RAN FERRA S (Fr)? dr = 1/2), 


424 Haar 小 波 


有 了 VW 的 正 交 基 后 只 完成 了 - 半 的 工作 .为 解决 噪声 滤 除 问题 ， 需 要 一 个 孤立 
TV BAR TV; BERTIE, FAST Te 
WATE ETE, ARR MIE eth. 仍然 从 j = 1 开始 ， 首 先 确定 区 的 正 交 
补 。 因 为 而 是 由 少 及 其 平移 系 构成 ， 所 以 有 理由 期 望 护 的 正 交 补 也 是 由 某 个 函数 细 太 
其 平移 系 构成 。 以 下 是 构造 多 的 两 个 关键 点 ， 
1， 节 是 信 的 成 员 ， 所 以 可 表示 为 W(z) =J mp(22 一 中 ,ar CR LAR Ta, 
FẸ) 
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2， 芒 与 W 正 交 ， 即 站 ($x — k) de = OMA BRL 


第 1 点 意味 着 世 是 由 宽度 为 1/2 的 块 构建 的 ( 即 图 4.7 BTR. 平移 }。 从 第 2 点 中 
得 到 ， 若 k = 0, WS d(ald(a)de = 0. 符合 以 上 两 点 的 最 简单 的 区 如 图 4.10 所 
T: 它 包 括 宽 为 1/2 的 两 个 块 ， 可 表示 为 


pie) = O22) — p22 - 1/2)) = $27) ~ 8(2z — 1) 
显然 满足 第 1 点， 而 瑟 


RE pa SPIER Ak £0 Mev nee Sd 一 癌 的 不 重要 ,于 是 [B(x 一 上 
dz 二 0。 因此 we WHY LY, KEM ERA Haar 小 波 . 


TEM 4.7 Haar 小 波 范 数 为 ， 
plr) = (2c) 一 中 27 — 1) 


如 图 4.10 所 示 。 
1 
一 一 他 
1 i 
1 (ae ww lx) 
1 1 
! 1 
0 1 0 
一 人 E 
0 a is 
| 1 
| 1 
l 1 
业 一 一 一 一 一 后 


图 4.10 Haar -hike(z) 
可 以 证 明 【 死 习 题 4$)， 任 一 函数 
fi= > arb(27 - k) € V, 


k 


SERM 
aj = —@g, 03 = ig, 


时 ， 与 W 正 交 ， 即 与 每 个 8(z -iie ZEX. 


152 3k 5 EB ot pay Rab 


HERY, 
fi = 》 ax (O27 - 2k) — o(2r - 2k- 1)) = X awl —k) (41) 
kez kEZ 

BAHR, HRAV TEKRARA 8 one(e 一 局 (把 a2x 重 新 标记 成 axk ) exh 
AY, WU PR Vg IEE - 

SMEH PF Fil pa ery AS BT 

y apw(2—k) a, ER 
keZ 

这 里 ,再 次 假定 只 有 有限 个 @x 非 零 ,前面 蜀 证 明 过 Wo 是 WW 的 正 交 补 ,或 者 说 Wi = vop 
Wy (中 第 ] BM. ORV W BRIER ), 

通过 类 似 的 过 程 ， 可 得 到 以 下 更 一 般 的 结论 。 

定理 4.8 令 W; 是 由 形 如 

y apw(ac—k) ER 
keZ 
的 范 妆 构成 的 空间 ， 设 仅 有 有 限 个 aas 非 零 。 卫 ;是 全 的 正 交 补 ， 邵 
V+ = Vy OW; 

证 明 ”为 证 明 本 定理 ， 只 要 证 明 以 下 两 条 事实 : 

CL 中 每 个 函数 同 全 中 每 个 孙 数 正 交 ， 

(2) Vaht V ERRAR TW 

对 于 第 1 条 , te = Prez atle- k) E W, HABS E Vj, ASE PR 
Blag. 











aef e= 
HA) E V, 2r) e vo, HA 


0= Sawa KF) de (py FV IES) 


T20 eZ 


=x f X` axwl2iy — k) fiy) dy (&y=2r) 


“OO ke2 


=% j j oly) Fy) dy 
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Alle, gi FEV, #1 条 证 毕 。 
AA Bika T SV ERA V 中 的 任 一 函数 必 是 地 (z 一 间 . ke 2} 的 线性 组 
合 , 所 以 由 (4.1 ) 式 得 到 了 5 = 0 时 的 本 定理 的 第 (2 ) 条 事实 ,了 关 0 时 的 证 明 同 7 = 0 
时 的 非常 类 做。 
RAV; V-11, FRE: 
v; = WB 
= Wj-1 8 Wj-2 $ Vj-2 





= Wi- 6Wj-28- O Wo S vo 
AAV RE — fol “地 分 解 为 以 下 的 和 式 : 
f = wji twat twat fo 
其 中 weWi, O<i<sj-1H fp € Wh BREH, wRREALUZt A Re”, A 
不 能 由 其 他 宽度 的 尖峰 的 线性 组 会 表示 . 
当 j 趋 于 无 穷 时 ， 有 怎样 的 情况 ?结论 见 下 面 的 定理 , 
定理 4.9 性 ( 避 能 被 分 解 为 无 限 个 下 交 下 和 : 
LDR)= We Wo ® WWD... 
特别 地 ， 对 每 个 e LRA Ba: 
f= fot 5 Wy 
j=0 
无 限 直 和 应 当 视 为 有 限 二 和 的 极限 ， 即 


N 
f= + jim Dw (42) 
130 


这 里 的 极限 是 指 严 意义 上 的 极限 。 昌 然 该 结论 的 证 明 己 超出 本 书 讨论 的 范围 ， 但 一 
些 显而易见 的 事实 还 是 可 以 给 出 . 有 两 个 特别 重要 的 事实 - BE, L(A) PPE ATR 
可 由 连续 函数 近似 ( 对 此 的 一 个 直观 的 解释 见 引 理 1.38 )。 其 次 ， 任 何 连续 函数 可 被 
一 阶梯 函数 任意 有 逼近， 其 间 汤 点 在 2-7 的 倍数 处 ( 见 图 4.11 )。 这 样 的 阶梯 耳 数 ,根据 
其 定义 ， 是 属于 入 的 。 把 以 上 两 点 事实 结合 起 来 ， 则 定理 4.9 得 证 . 
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图 4.11 应 用 阶梯 星 数 的 近似 


4.3 Haar 分 解 和 重 构 算 法 


4.3.1 分 解 


ality, Vib MRAM SW, (0 和 1 < WE, ACH, BRR 
经 解决 了 首先 ， 应 用 定理 49, POT - Orbe CV) ( 7 昨 够 大 ) 近似 。 然 后 
把 ;分解 为 

fo=fotwuit-- tui, we W; 

Hp Bean ALS gg. 4 BRIN, KEN Rw BRE RT 
GAS, TREK REF 0.01 PR ea MRS. FA 2-8 < 0.01 < 2-7, MALE Y,, 
j POHRRRS. ATRRERS, RENTER AO, AAMAS 
—MBRSERIWS, RECARABRT. 

为 了 实现 这 一 理论 算法 ， 需 要 一 个 能 有 效 地 实现 定理 4.9 给 出 的 分 解 算法 。 第 1 
步 , 用 :如 下 式 所 示 的 阶梯 函数 近似 源 信 号 六 


f(x) =) ugr- 2) (43) 
tez 
该 过 程 就 是 对 信号 在 2 = +, -1/27,0,1/8, SR, Mm = UA), 


leZ, 如 图 4.11 所 示 这 里 的 /是 连续 信 叶 ， 卢 是 阶梯 函数 。 这 里 的 了 要 使 网 烙 2-; 
足够 小 ， 从 而 能 够 捕获 原 信号 的 某 些 特性 。/! 的 范围 取决 于 信 生 的 定义 域 。 若 信和 号 定 
MFO <a <i, 则 1 的 范 肝 是 0 < [< 21 一 1, 下文 中, 除非 要 讨论 某 个 具体 的 问题 ， 
咨 则 将 不 具体 指出 7 的 范围 。 

下 面 的 任务 是 要 把 p(272 一 SMR BAT WA <j) 分 量 。 需 要 如 下 的 与 区 之 
BRAK: 





第 4 章 Haar 小 波 分 析 155 


(2x) = (p(s) + oy (4.4) 
P27 — 1} = (e(z) — w(x) /2 (4.5) 
通过 考察 它们 的 图 形 易 得 上 述 关 系 式 ( 见 图 4.4 和 图 4.10) BR, Aa Sle 
引 理 4.10 对 所 有 的 ze 如 下 到 关系 式 成 立 ， 
or) = Wiz) x))/2 (4.6) 
g(2—-1) = (o(2 re > i g))/2 (4.7) 
在 (4.4) 式 和 (4.5 ) 式 中 ,用 2 一 :x 取代 x， 即 得 以 上 其 式 
该 引 理 可 用 杆 分 解 作 2x 门 至 种 个 Wi(i <j) OR, FERE ABH. 


例 4.11 


令 f 由 图 4.12 给 出 ， 注 意 网 格 大 小 频 为 2- ?才能 捕获 了 的 所 有 细节 特征 、 根 据 
的 [23 一人， 可 表示 为 : 

f(a) = 2 lár) + 26(4z — 1) + ldr — 2} - O42 -3) (48) 
希望 把 PR AW, WTE, POA, TDAP, 7 =2, HHA 
如 下 等 式 : 

Ac) = (w(2x) + d(2z)) /2 

oie t)= ($(2z) — p(2x)) /2 
ldr — 2) = o(4(a — 1/2)) = (War — 1/2)) + 62 soln th Yon 
pldr - 3) = o(4(z = 1/2) - 1) = felz — 1/2} — a(z- 1/2))) 


2.54 T T T rm 























是 -一 -一 上 上 i L | 一 -一 一 一 -一 一 1 L tJ 
-23 -15 -1 .5 0 05 l L53 2 25 3 


图 4.42 Ra 的 图 形 
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把 以 上 这 些 等 式 与 (4.8 ) 式 结合 起 来 ,然后 合并 同类 项 后 ， 得 到 : 
f(z) = (2z) + 2(27)] + (0(27) ~ y(2z)] 
+ Ww{2r — 1) + $2r — 1)]/2 — [6(2e — 1) — v2 — 1)]/2 
= (22 — 1) + 26(22) 
AAW, Ba {hlr k) kE 2 的 线性 组 合 张 成 的 ,所 以 fm 的 两 分 量 是 
Yir 一 1), VARE). MAAR O22) = (lr) + ¥(2))/2, Ys Ba 
分 解 为 W 和 Wao 分量. 结果 是 ; 
f(x) = we — 1} + v(x) + gle) 

A ALA AGE, ET EE SW. Wo Fl Vo iE- 


受 本 例 的 启发 , 得 到 一 般 的 分 解 方案 如 下 。 BERAE) = Zp arol Ar k) 
分 解 为 个 部 和 奇 部 : 


blz) = > Qok PT — 2k) + > a2%410(2!x — 2k — 1) (4.9) 


keg kez 





接 下 来 , 在 (4.6) 式 和 (47) 式 中 ,用 rz — ke! Rhee: 
plž z — 2k) = (b(n — k) + BT — k})/2 (4,10) 
(2a — 2k — 1) = (6(2? Ta — k) — Y(2? a — k))/2 (4.11) 
把 (4.10) 和 (4.11) 式 代入 (4.9) 式 , 得 到 ; 
fila) = ar (VHT — k) + G1 — k)) /2 


kee 
+ Y aggya (G2 ta k) — (ata — k)) /2 
kez 
_ D 2 ) wail . k) 4 (= “pu dil1z _ k) 
kez 
= wj- + fj- 


HARE, WEH a — k), k e 2 的 线性 组 合 张 成 , 所 以 右边 的 第 1 项 
Wj-1 表 示 f 的 Wi-! 分 是 . 同样 地 , 右边 的 第 2 OSs dean FV het. 总 结 上 述 分 
解 算法 本 下面 的 定理 : 
定理 4.12 (Haar 分 解 ) it 
f(a) =} appa k) €V, 


keZ 
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那么 方 可 分 解 为 
fi = w+ fi 
这 里 ， 
Wj- = 》 wi k) E W; 
keZ 
Pi= af bz k) E Vja 
keZ 
其 中 ， 
yin} = O54, T Aky] fol By, + Oops 
kt ae a 


该 分 解 过 程 可 以 接着 用 j 一 1 取代 7，, 继续 把 请 -1 分 解 为 ww;-2 fa 如 此 这 般 ， 
得 到 ， 
万 = W,-1 + Wy_2 +: ++ fo 
总 结 以 上 分 解 过 程 . 根据 定理 4.9, PS RRL ET E 


Vy ,然后 根据 定理 后 12, 把 记分 解 为 不 同 的 典 率 分 量 ; fy = wwz +w 
+ fo. 




















图 4.13 示例 信和 号 
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例 4.13 


考虑 定义 于 单位 区 间 0 Ce 1 上 的 信号 ,如 图 4.13 所 示 。 因为 宽 为 1/28 的 风格 
可 以 近似 捕获 该 信和 号 的 基本 特征 ， 所 以 把 原 信 号 离散 为 28 个 样 值 点 [所 以 a8 = 
FRIE) 0<k < 28-1), FA: 


fi 
fala) = Y Fk Fals 一 各 
0 


AF REA VLA S| A R A EB 412, 90 fg PVG 一 8 7 0) 
PRE, fo € Ve, fo € Vr, fe E Vo 和 fa E Va PRR 4.14, 416. 图 4.17 
和 图 4.18 所 示 。 Wy 的 系数 如 图 4.15 所 示 ， 其 中 大 部 分 系数 均 在 0 附近， REA 
原 信号 的 脉 宽 药 为 3-8 的 尖峰 的 对 应 处 (2 m 0.3 和 z 0.65) EK, 





了 了 广 -一 一 一 一 r r 
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G 01 02 03 04 05 06 0 ] 


图 414 hha 
43.2 He 


到 此 , 已 把 分解 为 而 和 叶 ; (O< 7! <j) 各 分 量 , 下 一 步 该 如 何 呢 ? 这 取决 于 
要 达到 什么 日 的 。 若 是 为 了 滤 除 品 声 ， 那 么 相当 于 唱 声 的 分 量 WW 可 以 被 丢弃 ， 余 下 
的 信号 将 有 很 少 的 噪声 。 若 是 为 了 数据 压缩 ， 幅 值 较 小 的 分 量 久 可 以 被 丢弃 而 不 会 
对 原 信息 有 太 大 的 影响 ， 仅 仅 显 著 的 分 量 W (MEKK) 需 被 传输 ， 从 而 可 获得 
大 的 压缩 比 。 当 然 ， 哪些 算 “ 小 的 ”? 这 取决 于 在 某 个 具体 的 应 用 下 ， 对 误差 的 规定 。 
不 论 以 上 哪 种 情况 ,到 此 吏 已 被 修改 过 , 接 下 来 就 需要 一 个 重 构 算法 ( 有 时 是 在 
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信 生 的 接收 映 ), 以 便 被 压缩 的 信号 或 被 滤波 的 信号 能 够 根据 好 的 基 元 素 %(272 — 1) 


Æ, Ep: 
je) = aloz- 


ted 


Fæ, JIER Ad, RAY <x <ii+ 1/7 Meme. 
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图 4.15 全 ?系数 
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图 4.16 VAH 
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由 如 下 形式 的 信 导 开始 研究 ， 








f(z) = 而 加 Ta] 十 十 Wi we Wy 


这 里， 
f(s) = Y olele- k) 


kEZ 


EVA w= > bb's —k) eM 
k 
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HY <i gj 一 1. 我 们 的 目的 是 要 把 f 重 新 表示 为 1(X) = 
找到 一 个 计算 中 的 算法 ,应 用 下 列 等 式 ， 
olr) = (22) + (2x — 1) 
w(x) = b(2x} — B27 — 1) 


这 两 个 式 子 是 根据 以 z) 与 如 zj) 的 定义 推出 的 。 用 25-1z 代 蔡 z 得 ， 


o(a) = HF) + oz — 1) 
VOT lr) = (2r) — 6(2?x — 1) 


在 (4.12) 式 中 ， 用 x — ber, 得， 


Lie 


= 》， plz —k) HAREN ) 


ior -Ù 


kEZ 
= Y apo(2r — 2k) + apo(2r -2k — 1) FH ( 
kEZ 
所 以 
folz) = 》 id(2z —2) 
kez 
这 里 ， 


le al, Æl = 2k 是 侦 数 
a, Hl = 2k +1 ERM 


类 似 地 ，wo = 3°, vlc —k) ny Sy (AAA (4.13) 式 ] 


=》 bg(2r -1) 


lez 


pli B= 2k 是 偶数 
| 08, l= 2k 十 1 是 奇数 


HBS (4.16) AAI, A: 
folz) + wola) = $ a} d(2x - D) 


IEZ 
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(4,12) 
(4.13) 


(4.14) 
(4.15) 


4.12) È 


(4.16) 


(4.17) 


162 小 波 与 情 里 叶 分 析 基 础 


a a ja 二 训 ， 若 1 = 2k 是 偶数 
= 
i |- 成， 阁 1 = 2k 十 1 是 奇数 


接 下 来 ， 把 wi = Vy bpwl2e — 间 用 相同 的 方式 加 入 到 这 个 和 式 中 [在 (4.12) 式 和 
(4.13 ) APH 2z - RRB); 
folz) + wale} + mle) = S ajola -—}) 


lez 
这 里 
ay + bh, 4 1 一 2k 
1 [a = ob, #1=2k+1 
注意 ， 系 数 吕 和 部 决定 了 外 ， 中 和 和 决定 了 a2… 
前 述 的 重 构 算 法 可 总 结 为 如 下 的 定理 。 
定理 4.14 (Haar EHD iF 





f= fo + wy + wi + wg te + wy 
这 里 ， 
folz) = Do aele- heh wpla)=S" vc - k) e Wy 


kez kez 
其 由 0 <j <j. WA 
f(x) — Do aj ola hey 


féZ 
这 里 的 a) 是 根据 如 下 算法 ， 由 六 = 1， 了 六 = 2 ，… 循 坏 确定 的 ， 
a 4h, l= 2k 是 偶数 
1 是 奇数 


例 4.15 


用 分 解 和 重 构 算 法 压缩 一 个 如 图 4.19 所 示 的 信号 上 ， 了 定义 于 单位 区 间 [0,1] 上 
{ 与 例 4.13 的 信号 相同 )- 
把 了 2) 离散 化 为 中 个 样 值 点 [所 以 呈 = 了 (128)] ,然后 分 解 该 信号 { 如 定理 4.12 
所 示 ) 得 到 了 二 fo+ wo t+ in | aa peo twr, aE, 

fox) = abote) € Yo , MH wy(z) = 5 AEE ~k) E Wy 


kEZ 


EEEE- rT a om 
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图 4.19 示例 信和 号 











REISI <7 HANS c <1, HUY LH A(z) AARNA g0, 
BABA AAA, FORD OGRE OCR CRAM DFR), 
然后 按 定 理 4.14 重 构 信号 ， 结 果 如 图 4.20 所 示 。 B41 AKT REA WMH 
结果 。 相 对 1 误差 为 ，80% 压 缩 率 时 为 0.0895，90 名 压缩 六 时 为 0.1838, 











图 4.20 ERRA 80% 
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赂 4.21 压缩 率 为 90% 


4.3.3 滤波 器 和 流程 图 


分 解 和 重 构 算法 可 用 党 散 滤 波 器 和 作用 于 系数 序列 的 简单 算 子 来 表述 ， 同 时 算 
法 还 可 以 方块 图 的 方式 形象 地 表示 ， 

首先 考虑 分 解 算法 , 定义 两 个 离散 滤波 器 ( 卷 积 算 子 } 了 HH 和 上， 其 冲击 响应 分 判 
Whale: 


1 1 1 1 
hs 0e f= 0 
C0 2 2 ), 人 

Sar a” dl 

k=—1,0 k=—1.0 


Hirt EE 如， 那么 了 H(z) hee, L(a) tar 结果 是 ， 
He) = (hea) = Far- jarn, Lo) = (Eatin = ok + Sees 
假如 只 保留 偶数 下 标 项 ， 那么 H(t) = (hx) = it- itra, Lejr = 
(Ex zja = 3z32k + itan o 这 种 丢 痛 奇数 项 系数 的 操作 称 为 下 取样 ( down 
sampling )， 用 算 子 九 表 示 。 
应 用 以 上 表示 方法 ， 册 7 阶 尺度 系数 号 得 到 j - 工 阶 尺 度 和 小 波 系数 。 根 据 定理 
4.12¢ Aa tes, A: 


bi? = DH(a’),, aol! = D(a"), 
图 4.22 表示 了 该 分 解 算法 ， 图 中 的 下 取样 算 子 已 用 更 常用 的 符号 “241” 代 赫 、 


1 pn Em o NEO i er on 
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周 4.22 Haar 分 解 流程 多 


PARES UAT ROR AOL. MH 


Aa (Od be Qe), F601 be Oe) 
k=0,1 k=0.1 


UFES {ak}, A(x al, = ce — tpi A (Erre = Zk 十 Zk_1 注意 下面 这 - 
点 很 重要 ; Br. y RAPA O0 的 序列 ， 那 么 


(hex) faa, = 中 偶数 ia = yor l= 2k AA 
i~ — Tak 1 = 2k 十 1 奇数 n yn Yak 1 = 2k 十 1 奇数 


把 以 上 两 式 相 加 ， 得 到 : 


tor t+ yor | = 2k 偶数 


hea) t(bxyy = 
+z) ( «uy fra tm 1 二 2k 十 1 奇数 


这 几乎 就 是 定理 4.14 给 出 的 重 构 方式 。 昌 然 假设 ?ak+1 和 yor A 0, {H top Al yop FR 
们 选 定 的 ， 所 以 令 zak =o) we Hah; 于 是 有 : 
c=({--0 KI 0 KT 0 WY oB? oe) 
~ 
k=0 
对 yy 也 有 类 似 结果 。 SPI x Aly AMPA -Ma LET FICE, MURR ER 
样 算 子 , 所 以 z = Ubi) y= Uo 于 是 定理 4.14 PASTY ER: 
ai = Lua + Huy, 
图 4.23 eR TARE, LAPS “OT? (RE. 


166 小 波 与 情 里 时 分 析 基 础 


“一 回国 
“HE 


图 4.23 Haar 重 构 流程 冉 











4.4 小 结 


本 节 对 第 4 章 讨论 的 主要 内 容 做 一 小 结 . 把 处 理 ( 床 缩 或 去 噪 MSY = 了 的 
的 过 程 分 为 4 步 ， 令 由 和 世 分 别 为 Haar 尺度 和 Haar RoR. 

第 1 步 : 取样 。 若 信号 是 连续 的 (模拟),y = 的, + 表示 轩 间 , 选择 活 当 的 j == J 
使 得 27 大 于 信和 号 的 Nyquist HR ( 见 定理 2.23 前 的 讨论 ) 令 

az = f(k/2”) 
实际 应 用 中 , 由 原 信号 持续 时 间 决 定 的 六 的 范围 是 有 限 的 . Bln, 若 信号 持续 时 间 为 
O<¢<1, 那么 上 的 范围 是 0 <k <2? 一 1 {或 者 1 &1 <2"). 若 信号 已 离散 化 ， 则 本 
步 就 不 需要 了 。 今 顶级 的 ai 等 于 取样 信号 的 第 上 项，2- 等 于 取样 速率 . FER /的 
项 级 近似 ， 
fila) = > ago r-k) 


kez 
第 2 步 : 分 解 。 分解 算法 把 方 分 解 为 : 
f= 十 


这 里 ， 
wji =) PT YY 27 一 
IEZ 
f= Soap o(a- 1) 
iez 
FAH A h a Ba FH BBA: 
af = DL(a?),, (4.18) 
T 此 处 称 为 顶级 的 一 一 详 者 注 、 
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| 
= DH(a’)s (4.19) 


KA HALL EM 4.3.3 节 中 所 示 的 高 通 和 低 通 滤 波 器 , 4j = J 时 , og be 
由 在 第 1 步 中 得 到 的 取样 信号 oi 确定 的 ， 于 是 ， 当 了 = iet, Meg? be? h 
cot ie. 可 如 此 一 直 减 少 人 下去， 直到 到 达 了 满足 要 求 的 级 别 或 者 没有 系数 可 操 
作 了 ”除非 另外 说 明 ， 本 文 讨论 的 分 解 算法 均一 直到 达 j = 0 级 

第 3 步 : 处 理 ， 信 和 号 分 解 后 ， 有 以 下 形式 : 


f(t) = w- ho (420) 


Ja 


(Euren) + 》 aol- k) (4.21) 


j=0 \kez kEZ 


HE BON RAK, TIARA. PL? BEAR 
待 : A BERR OTA BUR. MAARTE TY GMA 0, AAR A Gt 
fA EA SX A ERR. ET a IB ENR bi 
( 当然 是 绝对 值 ) KERO 不管 何 目 的 ， 处 理 过 程 就 是 修改 攻 。 


第 4 步 : 重 构 .、 现 在 的 目标 是 获得 修改 后 的 信和 号 户 [ 按 (4.21 ) 式 的 形式 , 只 不 过 
莽 被 修改 过 了 ] ， 即 重 构 它 为 ; 


fr= 30 kor- k) 


kez 
这 由 第 43.3 节 中 讨论 的 重 构 算法 实 班 之 ， 
ai = LUai ~! 4 HUP! (4.22) 


这 里 7 一 J,J。 当 j= lit, ob chal malay, 47 = 2 时 ， 吕 由 中 和 如 得 到 ， 
如 此 这 般 ， 可 一 直 进 行 下 去 。 上 的 范围 是 由 信号 的 持续 时 间 决 定 的 。 当 j = J 时 ( 顶 
级 )，aj 表示 经 过 处 理 后 的 信号 在 z = &/27 时 的 近似 值 。 当 然 ， 由 于 在 第 3 步 中 对 系 
数 作 了 修改 ， 所 以 这 里 的 SEEN 是 不 同 的 。 





45 习题 


L S o yii Haar RE RMAN, V W Eh (Yz k), keZ 
Mv@2—k) ke Z 张 成 的 空间 。 考 虚 定 义 于 0 < x < 1 上 的 函数 ; 





Ma 


Lio 


> 


aA 


D 


m 
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-1 0gz<1/4 
4 I/4ee<1/2 
2 I/j2e2<3/4 
-3 3/4<a2<1 


首先 根据 从 中 的 基 展开 f ,然后 把 f 分 解 为 Wi、 Wo Vest. 即 , 要 求 了 的 Haar 
分 解 式 . 画 出 每 个 分 量 的 图 形 ， 


， 用 下 面 的 函数 重 做 习题 1 
2 0<2<1/4 
-3 wage<12 
HD age 3/4 
3 3/4<a2<1 
. FARBR—-ARSAV 的 有 限 维 正 交 子 空间 ， 证明: 


dim(A $ B) = dim A + dim B 

AAPIBRD ER, 那么 dim(4 + B), dim 4 和 dim B 之 闻 的 关系 如 何 ? 

(a) OV, db olr —k), k c 2 张 成 的 空间 ， 这 里 的 $8 是 Har RRR. TE 
区 间 0 < zx < 1 圭 , 空间 你 和 人 (n 20 ) 的 维 数 是 多 少 ( 仅 计 算 基 元 素 的 
SB)? 

(b) WFAA Kane, MATARAE EAER.: 

Va = Wr-1 B Wn- ©- O Wo GM 

管 案 与 在 (a) 中 得 到 的 VW, 的 维 数 一 样 吗 7 


， 令 8 与 分 别 是 Haar RERA AER, VW ERA- k), kE zZH 


PZ s-k), k e Z 张 成 的 空间 . 设 f7) = dO, axo(Qa—k) (a, € R) BEV, 证 明 ， 
Gf SBME ol -D EV [为 整数 ) 正 交 , 则 对 任意 整数 [有 az+l = an, 
Ae: 

f(z) = a ls -D € Wo 


leZ 
根据 下 面 给 出 的 Haar 小 波 分 解 结果 ， 重 构 g € Va: 
a” = [1/2,2,5/2,-3/2] b? = [-3/2,—1,1/2,—1/2] 
序列 中 的 第 一 项 对 应 大 = 0。 画 出 9 的 图 形 . 
根据 下 面 给 出 的 Haar 小 波 分 解 结果 ， 重 构 he V5: 


at = [3/2,—1] b = |-1,-3/2] =[-3/2,—3/2,—1/2,—1/9 


Se A dais OS a Se aS i- et i 


= 
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序列 中 的 第 一 项 对 应 大 = 0， 画 出 疡 的 图 形 。 

余下 的 习题 需要 用 到 MATLAB Maple 或 C 语言 , 附录 了 中 的 MATLAB 程序 可 
供 参考 。 

( [0; 1 上 的 Haar 小 波 ) 令 n 为 一 整数 ， 了 是 |0, 1) AER, Shalt) = vne 
(一 上 ， 这 里 的 9 加 是 Har RERA, oE 1 上 为 1， 其 他 为 0、 了 在 由 - … 
系列 由 张 成 的 空间 上 的 摄影 为 : 


fa = (J hoho +- + (J, hnidhn—1 


ER fa —BUR SE 0,1 Ef. EO = 1-17, MH MATLAB 或 Maple 语言 求 
n= 4, 8 和 16 时 的 Haar 小 波 分 解 (E01 ER) 把 结果 画 出 来 。 


& 


ft) = et /10 (sin(2t) + 2cos(4¢) + 0.4 sin(t)sin(50t)) 


如 44 节 的 第 { 步 所 示 ， 把 0 < t < ILERE BR n= 8 当做 顶级 ( 所 以 
有 23 个 取样 点 )。 用 Haar 小 波 实 现 如 4.4 节 第 2 步 所 示 的 分 解 算法 。 画 出 各 个 分 
Eh- EV- (j=8, D 的 图 形 ， 并 同 原 信号 做 比较 


. 【习题 9 的 继续 ). 在 习题 9 中, 若 小 波 系数 的 绝对 值 小 于 闭 值 toi = 0.1, 则 把 这 


些 系数 设 为 0, 从 而 达到 滤波 月 的 。 然 后 如 4.4 节 所 示 重 构 信 号 . BUSS fe, 
并 同 原 信 号 做 比较 - 计算 斥 缩 后 信号 与 原 信号 的 相对 误差 : 试验 各 种 不 同 的 阔 值 ， 
记录 下 被 滤 除 的 小 波 系 数 所 占 的 百分比 ， 并 夯 出 相应 曲线 ， 


. Haar 小 波 可 用 于 检测 信号 中 的 间断 点 。 令 定义 于 0 st < 1 上 的 8 的 如 下 式 所 示 ; 


0 O<t<7/I7 
g(t) = 2 
1-? Wl7<t<l 


4 4.4 节 的 第 1 步 所 示 , 把 0 <t < LER ROBE. n= 7 作为 项 级 { 所 以 有 27 
个 取样 点 )， 进 行 一 级 分 解 。 画 出 第 6 级 的 小 波 系数 帕 度 图 ， 系 数 的 最 大 值 是 多 
>? “相应 于 该 位 置 的 + 是 多 少 ?把 闻 断 点 取 为 8/9 和 2/7 时 ， 分 别 实验 之 .你 为 
什么 认为 本 方法 行 得 通 ? 


CD 原文 此 处 表达 不 清楚 -一 译 者 注 。 
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前 章 中 我 们 描述 了 如 何 把 一 个 信和 号 分 解 为 不 同 频率 的 Haar 小 波 分 量 的 过 程 ( 见 
EH 412) Haar RAR RRP PR: Haar EAS Al Haar |, 
它们 均 易 于 撒 述 旦 导致 较 容易 的 分 解 算法 。 Haar 分 解 算法 的 缺点 是 ， 两 个 函数 均 不 
eS (O7Er =0, 14k, He =0, 1/2, 14h). 因此 ，Haar 分 解 算法 仅 为 连续 变 
化 的 畏 数 提供 了 一 -个 粗略 的 近似 ( 例如 在 第 4 章 所 提 到 的 ， 图 4.3 显然 并 不 是 图 4.2 
的 一 个 特别 好 的 近似 ), 本 章 将 描述 一 个 与 前 章 相 类 似 的 理论 框架 ,但 其 构筑 块 p 和 地 
是 连续 的 。 这 就 是 Stgphane MallatL10，11] 所 提出 的 多 分 辩 率 分 析 理 论 。 用 连续 的 细 
和 雪 将 比 用 Haar 小波 明显 地 提高 分 解 算法 的 效果 。 


5.1 多 分 辩 率 框架 


5.1.1 定义 


在 定义 多 分 辩 率 分 析 以 前 ， 需 要 先 准 备 一 些 预备 知识 。 考 虑 定理 2.23 所 示 的 取 
样 理 论 ， 车 某 信 号 是 带 限 的 ， 且 其 Nyquist 丹 率 小 于 1/ 了 ， 那 么 可 完全 重 构 原 信号 ， 
否则 只 能 是 近似 的 。 工 越 小 ,信号 近似 或 分 解 得 越 好 。 研 的 大 小 度量 了 信号 了 的 分 
状 率 ， 通 常 的 FFT 分 析 只 有 一 个 分 辨 了 。 

若 缓 变 信号 中 存在 一 个 短 时 尖峰 ， 那 么 单一 分 辨 就 显得 不 合适 了 一 -4.1 节 中 已 
简要 地 讨论 了 这 一 问题 。 对 此 问题 Malat 这 样 是 这 样 解决 的 : 首先， 把 由 取样 定理 
得 到 的 带 限 函 数 空间 用 原 信 号 的 某 个 截断 代 昔 。 其 次 ， 用 基于 同一 空间 的 不 同 尺 度 
( 即 了 72， 了 /722 ) 分 析 信 号， 所 以 称 为 多 分 辨 分 析 。 该 框架 不 仅 对 分 析 信 号 是 理 
想 的 ， 而 及 实际 上 还 可 构造 小 波 . 

下 面 先 讨论 多 分 辩 率 分 析 的 一 般 定义 。 

定义 5.1 $V, j = 9 一 入 -10 12， 为 52( 吾 ) 中 的 一 函数 子 空 间 序 列 。 
若 下 列 条 件 成 立 ， 则 空间 集合 { 态 ,j < 引 } 称 为 依 尺度 函数 由 的 多 分 辩 率 分 析 ， 

1. (REHE ) Vy C Wri 

2.( 稠密 性 ) UV; = 1?(R) 

3. (分 立 性 ) OV; = {0} 
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4. (REHE) fev, SARH (2r) E VY 
5. 1 标准 正 交 基 ) Aao Vy, Aiolr-khk CZ} E Vy 的 标准 正 交 基 (按照 2 
内 积 ) 


仿 称 为 近 做 空间 ” 棋 据 近似 空间 的 不 同 ， 有 多 种 选择 ， 从 而 对 应 不 同 的 多 分 
辨 分 析 ， 昌 然 要 求 Wz) 的 平移 是 标准 正 交 的 ， 但 正 须 刻意 去 做 ”对 于 由 ， 只 要 集合 
{or 一 有 .KE 2} 构 成 一 个 基 ， 然 后 就 可 用 加 得 钙 一 个 新 的 尺度 函数 5， 使 得 
{8(z —k),k € Z ERREZA 53 节 将 详细 讨论 之 。 

或 洗 最 有 用 的 一 类 尺度 函数 是 那些 紧 支 撑 的 或 育 限 支撑 的 .如 前 章 的 定义 ， 若 
函数 在 某 一 有 限 区 向 外 恒 等 十 0, 则 称 该 函数 为 有 限 支撑 的 ( 以 下 简称 紧 支 的 )。 Ilaar 
尺度 参数 就 是 紧 支 的 ， 与 Daubechies MERE KM RE REALE REM, TA 
是 连续 的 ”一 个 尺度 两 数 同时 拥有 这 两 个 性 质 当 然 是 特别 希望 的 ， 因 为 由 应 的 分 解 
和 重 构 算 法 速度 快 ， 而 且 对 分 析 和 重 构 信 号 特别 有 利 ， 


例 5.2 


Haar 尺 度 函 数 ( 见 定义 4.1) 产生 的 子 空 间 全 ,是 由 紧 支 的 分 段 常量 函数 ( 即 除 
BH) 构成 的 ， 其 不 和 连续 点 包含 在 3- Agne Op, Jez}, 见 定义 4.4】 
P. 下 面 要 验证 集合 { 屿 ,了 从 和 Haar 尺 度 函 数 满 足 多 分 欠 率 分 析 的 定义 ， 
PEL 4.4 ERRERA, HAI 的 整数 集 包 含 于 2- UD t, HAEA 
RAE, HL, RV, P BREW IES EBRD REA I-S 下 的 信号 细节 
KET, M7 的 增加 ， 仿 中 的 函数 也 越 加 逼近 上. 

Haar 系 的 稠密 性 即 是 定理 4.9 的 内 容 . CH, 被 仿 中 函数 近似 的 信号 ， 当 了 赵 
于 无 穷 时 ， 可 捕获 信号 的 所 有 细节 ， 如 第 后 章 的 图 4.1]1 所 示 

下 面 讨论 分 主 性 ， 首 先 注意 到 在 WW 的 定义 中 ，j 了 可 正 可 负 ,， 若 fE Vj,j >00 
么 必定 是 {BlzA2i - 辣 ,Ke2} 的 一 个 有 限 的 线性 组 合 ， 其 各 元 素 在 
,0), [0,27) ERRE MAJ 的 增加 ,上述 各 小 区 间 的 范围 相应 增 大 
另 一 方面 ， 的 支撑 区 ( 使 得 了 为 非 零 的 集合 ) 必须 保持 有 限 MU, Sjow 
时 , 藻 了 属 于 所 有 的 WV)， 那 么 了 只 能 为 0 

最 后 ，1laar 系 的 尺度 性 由 定理 4.5 得 出 ， 标 准 正 交 茶 件 由 定理 4.6 得 出 ， 因 此， 
Haar A {V HRS PMA OM TRH . 


例 5.3 


线性 样 条 多 分 辨 率 分 析 。 线 性 样 条 是 连续 的 、 逐 段 线性 的 函数 ， 如 图 5. 上 中 的 
HRA 
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图 5.1 一 个 线性 样 条 


可 以 构造 一 个 基于 线性 样 条 的 多 分 辩 率 分 析 。 令 太 是 所 有 能 量 有 限 信号 了 所 组 
成 的 窗 司 ， 了 是 连续 且 分 段 线性 的 ， 其 拐点 只 可 能 在 二 进 点 K/23 ke Zab. kE 
近似 空间 WV 满足 多 分 辩 率 分 析 的 定义 1~df 见习 题 9) 尺度 函数 RO EAL: 


TI 二], -lez<o0 
pz)=41—r, 0<rgl 
0, je| > 1 
ERAH y-k hezk ERN, 用 5.3 节 的 方法 , THES R ER 
KO, VAR MVP FREE RR, 
例 5.4 
香农 多 分 辨 率 分 析 对 j E Z, AVAMA REEERE f eRe, 在 区 


闻 [ 一 277 alas, f Get RAS = 0, 即 1 E L2( 忆 是 带 限 的 , 且 有 supp( 六 
C [-2'n, 2/7], 尺度 函数 为 G(T| = sinc(x)， 这 里 ， 


1 ,z=0 
sinc(x) :一 sinfTrzr] z 4 0 (5.1) 


TT 
详 见习 题 8. 
下 面 我 们 转向 讨论 对 所 有 多 分 状 率 分 析 都 成 立 的 性 质 。 给 定 一 画 数 8: R> R, > 


gjk(E) = 27/7 g( 23x — k) 


Bk Il) = PP yia 一 kH) 2B Bae 9 Ob FAB K/2!) Fo RAL 99/2) CB, 
习题 1 )， 困 于 2j72? 在 这 里 是 为 了 保持 上 2 中 的 范 教 不 变 ， 即 


llgjellz2 = lolz, 对 所 有 的 j, k 


尺度 画 数 太 和 稍 后 的 小 波 函 数 均 且 用 这 种 表示 法 。 得 到 的 第 一 个 结论 是 ， 
{9ykjkeZ 是 WW 的 一 个 标准 正 交 基 , 


定理 5.5 AVF E 2] 是 一 个 依 尺度 西数 9 的 多 分 辩 率 分 析 . 那 么 对 任 一 j e Z, 
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函数 集 
{onla = HAr — k); kez} 
是 帮 的 一 个 标准 下 交 基 . 

证 有明 ”为 让 朋 {Byk;kE2} 张 成 位， 必须 先 证 明 对 任 :flz) E 全 可 以 过 成 
{9(2 r-k); k E 2} 的 线性 组 合 , 应 用 尺度 特性 (定义 $5.1 的 条 件 4) 函数 /2 EV, 
EEF rE- k) k E 2} 的 一 个 线性 组 合 。 以 加 x 取 代 x, MARES E 
人 0237 一 站 天 E 2 的 -个 线性 组 侣 ， 

Arc AL ojek E 2} 是 标准 下 交 的 ， 只 要 证 明 
0 荐 了 天 大 
1 Aja=k 
或 2 f o(2 x ~ kole — l) dr = by 











(Qik Pahr = bik = | 


为 使 上 式 成 立 。 只 要 进行 变量 替换 y = We ( 因此 dy =3dr) TEF.: 
» [dais no f" olu- aua 
根据 定义 5.1 之 条 件 5 A BREE ARE, ERE Tón 
5.1.2 尺度 关系 
下 而 表述 和 让 明 多 分 辩 率 分 析 的 中 心 公式 一 一 尺度 关系 式 . 


定理 5.6 设 {W;7 E 2} 是 一 个 依 尺 上 嵌 函 数 6 的 多 分 辩 率 分 析 ， 那 么 下 列 尺度 关 
系 式 成 立 : 





G(x) = 》 polr- k), pe = 2 广 #2) o(2x — k) dz 


REZ 
而 且 还 有 
Flr- I) = X p-ap =k) (5.2) 
keZ 
或 者 ， 等 价 于 
向 -UL = 27 pe_adjk (5.3) 
k 


RE dale) = 7 G(2 x — k), 
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注释 ， 上 式 表示 了 gz) 与 6(22] 的 平移 关系 ， 称 为 尺度 关系 或 双 尺 度 关系 因为 
当 取 起 够 大 时 ，%(2z 一 人 的 支撑 将 在 (2) 的 支撑 之 外 ， 当 62) 的 支撑 是 紧 支 撑 时 ， 
则 仅 有 有 限 个 pk 非 零 . 因此 ,定理 5.6 中 的 和 式 是 有 限 的 , 通常 6 是 实 的 ,此 时 pk 也 
是 实 的 - 

证 明 “为 证 明 该 定理 ,注意 到 ， 因 为 g(zjeWic Vi, HVER k 2} 的 线 
性 组 合 张 成 的 ， 则 对 基 些 赤 ，&(z) = Dibr) HRY AXi k e 2} 是 证 的 
标准 止 交 基 ， 那 么 记 可 由 定理 0.21 确定 : 


Bh = (ô, dinde = 247? J Kaoz ~ Bde 
因此， 
olz) = 》 Prila) = 》 站 20720(27 — k) 


keZ kez 
Spp = 226, =2 f7 ola) plr- kdr, FRA: 


g(r) = $ prd(27 ~ k) 


keg 


第 一 个 关系 式 得 让 . 为 得 到 第 二 个 关系 式 ,只 要 在 6 中 用 2 r- iia, Ree 
和 式 中 的 求 和 指标 即 可 。 第 二 个 关系 式 是 由 第 一 个 式 子 乘 以 264-172， 然 后 适当 简化 
后 得 到 的 


例 5.7 
Haar 系 中 的 Dk 为 


po 三 下 二 1 
[X (4.12) 式 ] 其 她 的 Px 等 于 0. 
例 5.8 
正如 前 面 所 提 到 的 ，Haar RB Ba Fe Haar bk BAZ KH HGS. H Daubechies 
提出 的 一 个 更 复杂 的 构建 方法 将 在 第 6 章 讨论 ， 该 方法 可 生成 连续 的 尺度 函数 和 
小 波 享 数 { 其 图 形 见 第 后 章 的 图 2、 图 63) 在 6.1 节 中 计算 出 的 相应 的 Pk 值 为 : 


_l+v3 3+ V3 3-3 1-V3 
Po PL 了 ,P= p 三 7 


以 下 是 一 些 有 关 PDk 的 非常 重要 的 等 式 。 





(5.4) 
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定理 59 WIV FZ) 性 一 个 依 尺度 陋 数 6 的 多 分 辨 率 分 析 , 那 么 下 面 的 等 式 
成 立 ; 
1 >, Pk-2iBe = 26%0 


kez 


2 2 lek? =2 


keZ 


3, 》 pe =2 


kes 


4. DP =1 gy Poke = 1 


keZ kEZ 
证 明 ESC ARIE RA (定理 5.6) UAir- kk € Z ERME 
交 的 这 一 事实 来 还 明 .. ELS REAS 1 个 等 式 中 今 1 一 0， 即 可 得 到 第 2 个 


第 3 个 等 式 的 证 明 要 应 用 定理 56， 即 : 
f p(x) dr = Yn f (2z — k) dr 


keZ = 
St = 27 ~kVAR de = at/2, 4: 
f oann oa 
=% kez “一 各 
HAS p(t) dt REST OC 见习 题 6 )， 香 则 的 话 ， 我 们 就 不 能 用 W 中 的 函数 近 亿 六 < 
到 (已 ,这 里 7 的 性 关 0。 因此, APIA S oO dT, 从 而 第 3 个 等 式 得 证 。 
下 面 证 明 第 4 个 等 式 。 把 第 1 个 等 式 中 的 1 用 -代替 ， 然 后 对 ! 求 和 ， 得 到 ; 


y 》 prap, = 2 》 bi =2 


fez kez fez 
把 对 的 和 式 分 为 奇 部 和 侦 部 : 
2= > B Pok+2l Pak + $O Pakia Pan) 
TER \hez kez 


-Y (Eons) Dox + Y [Sra Boks 


kez “IE kez MeZ 


FEA SE OR ALERT BL — RAR Ta Ast Boy, pe 
Di Pat 因此 ， 


2 一 D Ypa + Y Pore Y pari 
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| 
| 


keZ eZ kez IEZ 
=| > Parl + | Y Poet!” 
kez kez 


SE = Erez Pak, O = Prez Pei, BALRASAE?P +O? = 2。 由 第 3 个 等 
式 2 Pe = 2， 把 这 个 和 式 分 成 偶数 指标 部 分 和 奇数 指标 部 分 ， 从 而 有 + 〇 = 2. 
联 立 以 上 两 个 关于 E 和 和 曲 的 方程 , 得 到 惟一 解 记 = O 〇 二 1， 如 图 5.2 所 示 ( 仅 当 px 为 
实数 时 )。 当 py 为 更 一 般 情 况 时 ， 见 习题 7。 





图 5.2 Me -+0 ==2 和 直线 EF 十 0O=2 


5.1.3 ”相应 的 小 波 和 小 波 空间 


BMG, VeVi MPS), WTR, BEV) Fen 
为 必用 其 正 交 补 研 ; 的 直 和 { 如 同 Haar 系 时 的 情形 ), 除 此 之 外 ,还 需要 构建 一 个 函数 
网 ， 其 平移 系 产生 空间 化 ) (仍然 如 同 Haar 系 时 的 情形 )。 一 旦 9 确定 下 来 ， 利 用 尺度 
关系 即 可 构建 产生 全 ?的 函数 w。 


定理 510 {Vj E 2 是 一 个 多 分 辩 率 分 析 ， 相 应 的 尺度 函数 为 
o(a) = F mols — k) 
k 


【pk 是 定理 5.6 PHRA) SW Ehr- k); k 2} 张 成 的 ， 这 里 
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w(x) = $ (1) pia o(2e — k) (55) 


kez 
BAW; C Vin BV PV AIEEE, (le) = Her - k), k e ZEW, 
的 一 个 标准 正 交 基 。 
对 于 Haar RPM, Po=Pi=1, 定理 5.10 也 指 册 了 W(X) = 人 27) 一 由 2 一 1)， 
这 与 定义 4.7 中 的 定义 是 一 致 的 。 


定理 5.10 的 证 明 ”只 要 证 明 在 i = 0 时 定理 成 立 ， 那 么 应 用 尺度 条 件 { 定义 $5.1 
ZRA, j> 0 时 的 证 明 马 上 可 得 到 。 

j= 0 时 ， 等 效 地 要 证 明 以 下 3 条 命题 : 

i 集合 {wor(?) = vie — k), ke ZEREZ, 

2. pola) = Y(r—m), me 2 与 WW 正 交 ， 即 Wo 包含 于 Ww 的 下 交 补 中 ， 

3， 玉 中 与 W 正 交 的 函数 可 写 为 %(z - KRHA. Bw aE VRE h 

此 处 仅 证 明 前 两 个 命题 ， 而 把 第 3 个 的 证 明 放 在 附录 A 中 ( 因为 技巧 性 较 强 ), 
把 第 2 条 各 第 3 AMBER, WEY PVRS, 

下 面 证 明 第 1 条 命题 。 由 习题 4b OTA, 


1 
(Wom do) = 3 Y team Pi-kt+2i 
keZ 


令 妨 =1 -大 十 2m ， 并 应 用 定理 5.9 的 第 ] RA, A: 
(Wom Vor) = > 》， De Pe’ 42t-2m = Sm—ia = Omit 
KEZ 
所 以 wom 是 标准 正 交 的 。 
下 而 证 明 第 2 条 命题 。 因 为 Ww 是 由 {6(x 一 ), le 分 张 成 的 ， 所 以 只 要 证 明 
dla ~ m)5o(a—DiF 3, XHle Z。 由 习题 4 可 知 ; 


1 
(on Yom) = 3 P (1) Pikerom Bhat 


keZ 
右边 的 和 式 为 0。 为 证 明 此 ， 首 先 令 ! = m = 0， 则 该 和 式 为 : 
So (=) pipe =+ — pep_1 + pipo — Popi + P-1p2 + +++ 


keZ 
见 ， 以 中 心 项 为 中 点 ， 两 侧 的 项 两 两 相互 抵消 。 一 般 情况 时 ， 注 意 到 上 = ! 十 下 一 了 
j 2 0 的 项 是 : 


med 
(1) D mj Pmt; 
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Eik 一 十 站 十 了 十 1 的 项 (当然 7 2 Oo, A: 


(一 THTH1 


draj 


Pm-t- jPmti+] 一 一 (一 全 po 

至 此 完成 了 对 第 2 条 命题 的 证 时， 正 媳 一 开始 所 述 ， 第 3 条 命题 将 在 附录 A 中 
证 明 

为 今后 应 用 方便 ， 注 意 到 Wifz) = V 2%(227 一 中 有 以 下 的 展开 式 : 

Wi = 2 MAST (1 ea Pi—k+2t@7 41,6 (5.6) 
kez 

这 可 由 定理 5.40 Tee CB: 用 277 一 he, RAE 20/2. HR BOR 
和 和 指标. 

由 定理 5.10 可 知 ， ter- wee jE ZE, MW- EVP- 
下 交 补 ( 即 入 = 琴 )-: 四 败 -1 )， 拒 这 样 的 开交 分 解 焦 次 进行 下 去 ， 得 到 : 
Vy = W,-1 @Vj-1 

=W; E WB Vj- 


= W1 © Wi-2 $ B Wo S Vo 


因为 已 经 定义 了 3 了 <0 ATHV, AET DEERE bE: 
V = W e W- 0 Wo © W- @ Vi 


= Wii DW BB WB Wa.… 
HAV ERER, 而 且 所 有 Ww 的 并 集 并 是 空间 (有 局, 因此, 令 j oont, 就 有 下 面 
的 定理 。 
定理 511 今 {WW,j€ 21} 是 一 个 依 尺度 函数 0 的 多 分 辨 率 分 析 ， 令 印 是 态 上 中 
VCE, MWA: 





LR=. @W1dWeW,a-- 


特别 地 ， 尘 任 一 fe L(R), WR ERRA— AAR Dro- We, AE u E Wp, 
TM Bw, MELZ BANERNE [Vlk ELR 个 标准 正 交 基 。 
EPH ARMA M. M, KREJEBA, ARAE 
Wop t Wyte + wy + wy AT WAR LE Ef € LIR). 
“PRAM, BNW, BARR BR 22) epee ESN, AVES, 
分 基 表 示 了 信号 的 高 频 部 分 。 例如 , 请 比较 图 5.3 和 图 5.4 中 的 图 形 , 它们 分 别 表示 函 
olaja 2) , 
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图 5.3 Vie) 





图 54 plr) 
5.1.4 ”分 解 和 重 构 公 式 


设 竺 处 理 信号 为 了 , 在 空间 VW 中 有 其 退 近 。 有 两 个 最 基本 的 标准 正 父 基 可 用 于 只 
AL. 第 一 个 是 VW 上 的 尺度 函数 基 {[9yk}rez , 在 定理 5.5 已 给 出 了 其 定义 ,根据 该 基 ， 
我 们 有 : 








f= Df dyn) oin (5.7) 


keZ 
当然 ， 因 为 已 有 正 交 直 和 分 解 他 二 -1 名 WV-1， 所 以 可 以 把 所 -1 和 Wy-! 的 基 级 联 
起 来 ， 于 是 有 { 由 -14jksz U{ 呈 -egz， 这 里 的 处 克 定理 5.10 中 的 定义 根据 这 
个 级 联 的 标准 正 交 基 WERO) STRA: 
f= Df aed YF 
EE 2 (5.8) 
-1 wj- 


分 解 公式 由 相应 于 第 1 个 基 ! 兄 (573) 式 ] 的 系数 开始 、 然 后 计算 第 2 个 基 的 系数 [ 见 
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(5.8 ) 式 ] 。 重 构 公式 为 分 解 公式 的 道 。 以 下 是 分 解 公式 ， 
(hn) = 27? Erez Deaf, pr) 
|) = 2-4? Erez al o) 


上 面 的 两 个 等 式 是 由 Parseval 恒等式 ( 见习 题 3 ) 和 相应 的 展开 式 得 到 的 - 应 用 ( 5.7 ) 
式 的 了 的 展开 式 利 [5.3 } 式 的 尺度 关系 ， 就 得 到 第 1 式 。 第 2 式 的 证 明 也 用 到 (5.7) 
式 , 但 还 要 用 到 (5.6) 式 , WE PARR V, AG 一 1 取代 j 妈 可 。 

分 解 公式 的 一 个 重要 应 用 是 根据 第 2 ME 来 表示 $y ,由 分 解 公式 ( 5.9) RANE 
的 标准 正 交 性 ， 有 lek G- = 2 peoa Miej W- = 2-1/2(~1)* py k+ 
把 取 和 下 标 ! 经 过 适当 的 变换 ， 有 下 面 的 展开 式 : 

dje = 2 aa t DOOM ra (5.10) 
lez lez 

SRL BRA RE RA. 

把 Parseval 恒等式 ( 见习 题 3 } 应 用 于 (5.10 ) 式 和 ( 5.8 ) 式 ， 得 到 重 构 公式 ; 


(f, 956) = 2"? Veg Peal f i-t 
里 构 : $20 Eez D)" Pies (f, 05-1) 
前 面 的 分 解 和 重 构 公式 中 均 包 含 标准 正 交 基 。 有 时 使 用 正 交 基 的 男 外 一 种 形式 
{p27 一 请}kez 而 不 是 {jk (5) = 22726(25z — 月 jsez 可 能 会 更 方便 一 些 。 同 样 地 ， 
fi {vie 一 各 jxez MARE Vale) = PPO Wr—khcez. Ma, (5.7 ) 式 中 
f ¢ 仿 的 展开 式 可 重新 写 为 ， 


(5.9) 


(5.11) 


J= APU dix) DP Poin 
tez af Sh 


=} a par — k) 


keZ 
类 似 地 ，( 5.8 ) 式 可 重新 写 为 : 
f= 5 ai telle- k) + Y (le — k) 


kee kez 





D 即 下 一 级 的 一 一 译 者 注 。 
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Bae = V2 os ae) = 20D a), ol ROME, of 
称 为 精细 系数 。 根 据 这 两 个 系数 ， 分 解 和 重 构 公式 可 重新 写 为 ; 


aj =g] Tiez 
分 解 : a aa ， ; (5.12) 
bi =2 Brezi!) Pi-k+2i @, 
ERGE al = X pr-21aj | + $D pice yin? ( 5.13 } 
lez leZ 


PAE oR ATER BEN: 用 基 {bjsjscz 观察 信号 的 整体 ， 用 基 {Dy_14jrez 
U {t rhez 观察 信号 的 平 清和 振 葛 部 分 - 


5.1.5 ”小结 
PLAN BE RG YS PEE HT V ye WEBI. 
尺度 函数 
Vj HH. {Gin = 2 elr- k) jez 


plz) = Yrez Prole — k) 
REKE: | g(x- 1) = Dyer Pend (24 ~ k) 


一 1 
pj- = TN? Deg Pk_21 Pyke 


小 波 空间 

W, LV, Vir =Vji GW; 

Vier = + Wa Wj- 8 Wy 
LYR) = + Wi 0 Wiio W, OW 
小 波 
b(z) = Erez D Drole ~ k) 
Y(X- 1) = Drezi- Prenga — k) 
va = 2 Epez IEA +k 

标准 正 交 基 


L7(R) 
{etrez | {j-e hrez {pip} tez | {Wik}ikez 
{jp heez l 
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分 解 公式 
(f. Bt) 一 271/2 Rez Pe alf, Dikt 


EERE 
i A | if, Vins = PO Leal DR 5x) 


正 交 形式 [e a 2 lY pez Pron ah 
=2 Drea! -1} ‘Dy tet 2 Oy 
f= Phor- k) = Y f ote — 8) 4 Oe — 
kez kez 
EHAR 
归 一 化 形式 人 =o? Dez Pk-alf Bil) 
+ 2S (I Pa Fe ya) 


EZER ol = Diez -aal + Sie2(—1)* Bink | 


5.2 ”分解 和 重 构 的 实现 


本 节 描 述 与 多 分 辨 率 分 析 相应 的 分 解 和 重 构 算法 ， 本 节 的 算法 与 Haar 小 波 部 分 
的 那些 算法 相似 。 后 面 几 节 中 ， 将 详细 讨论 信号 的 精确 分 解 和 重 构 算法 ， 依 靠 的 就 
是 多 分 辩 率 分 析 框 架 下 的 连续 尺度 函数 和 连续 小 波 函 数 ， 


5.2.1 分 解 算法 


为 了 进行 信号 处 理 . 诸 如 滤波 和 数据 压缩 等 ， 震 要-… 个 有 效 的 算法 来 把 信号 分 
解 成 若干 个 不 同 的 频率 分 量 。 若 把 多 分 辩 率 分 析 的 概念 用 于 此 口 的 ， 就 需要 一 个 能 
够 把 信号 分 解 为 小 波 完 间 (WW;) 中 各 分 量 的 算法 , 因为 这 些 分 量 中 有 我 们 想 要 的 信息 。 

分 解 信号 分 一 个 主要 步 又 : 初始 化 、 选 代 和 终止 : 

初始 化 ”该 步 包含 两 部 分 。 首 先 要 决定 近似 空间 VW， 使 其 能 最 侍 地 反映 f 的 各 种 
信息 - 取样 率 和 进行 什么 样 的 多 分 辨 率 分 析 确 定 了 VW。 其 次 , 需要 选择 -- 个 廊 E Vj, 
DAE BE Be (Eat ae Uf, 

仿 中 对 /的 最 佳 逼近 ,根据 能 基 观 点 , JES TEV, LAE cH PS ILEX 0.19). 
因为 2/26(2izx 一 各 是 标准 正 交 的 ， 邯 么 定理 0.21 意味 着 ， 





Py f(2) = 》 aigar -- k) eal = f f filr kdr (5.14) 


kez 
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信号 取样 后 包含 的 信息 ， 通 常 不 足以 准确 地 确定 系数 k, ， 所 以 要 用 如 下 面 定理 所 丰 
的 正 交 化 规则 来 近似 它们 。 


定理 5.12 $ [Vp] E 3 是 一 个 依 紧 支撑 的 尺度 是 数 6 MENR. A 
fe 已 (下 是 连续 的 ， 那 么 对 足够 大 的 7 ， 有 : 
a} =% F Jior- k) dx = mf{k/2") 


这 里 mm = 了 ULz)ar。 

证 明 因为 6 是 紧 支 撑 的 ， 所 以 4 的 非 零 集 被 限定 在 一 闭 包 {由 < Mhp (多 
数 情况 下 , M REKK. 实际 上 ,对 Haar RR, M 等 于 1; 对 比较 简单 的 Daubechies 
小 波 ，M 约 等 于 5) 因此 , (5.14) P a 的 积分 区 间 是 {e; Yr- kl <M). 进行 变 
th i= We—k, A: 

M 一 
a, = J f(27t+ 27k )O(E) di 
-M 


4G ARAM, A 2tik w Wk, tE [MM], 因为 1 在任 一 有 限 区 间 上 是 
一 致 连续 的 ， 所 以 f(T +2-9k) œ f(2Ik), te [-M,M]. 如 图 5.5 Bim. 


far 





| 
wi 


图 5.5 连续 函数 在 很 小 的 区 间 里 几乎 是 常量 
Hie, TASC IARE O+ k), FER: 


M 
iaf a 


因为 $8 £(-M, MASA 0, BRA: 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 ame a 
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因此 ， a, eof (k/2), 证 毕 ， 

这 个 近似 的 精度 随 j 的 增加 而 提高 。 在 习题 12 中 ， 根 据 给 定 的 误差 容 限 ， 可 以 
佑 计 出 需要 多 大 的 了 -精度 取决 于 指标 了 和 天 以 及 了 的 平滑 程度 .因为 在 实际 应 用 中 
仅仅 能 处 理 有 限 个 系数 ， 所 以 为 了 精确 地 计算 这 些 系数 ，j 的 大 小 要 选择 得 合适 。 
此 外 ,该 定理 的 证 明 过 程 经 适当 修改 后 ,可 应 用 于 分 段 连续 信号 ( 见习 题 15 ) 情况 时 
的 证 明 ， 也 可 应 用 于 $ 具有 良好 局 部 化 但 不 是 紧 支撑 的 情况 时 的 证 明 - 如 定理 5.9 
EER PARESH, fo £0 ( 见习 题 6). 常常 这 样 构造 8 ,使 = 1 (例如 Haar 
小 波 和 Danbechies 小 波 ) 此 时 al = = f(k/2)). MEFAIE SEGA o = mf (k/2?), 可 
以 用 下 式 近 似 投影 已 了 

Py f(a) ~ f(z) =m D> f(h/2!)4(2%x — k) 
kez 

可 见 ， 与 取样 定理 公式 有 一 定 相似 性 

在 这 里 讨论 的 初始 化 步 又 ,在 许多 文献 中 常常 不 加 说 明 地 被 简单 地 假设 和 应 用 。 
Strang and Nguyen [20] 指出 了 以 上 这 些 问 题 ， 并 称 之 为 “小 波 绯 恶人 (wavejet 


crime }, 


选 代 ”小波 的 闪光 点 正在 于 此 ! 初始 化 后 , Af Sp e Vp. REESS, 可 
由 方 开始 ， 逐 级 分 解 为 较 低级 别 的 近 做 部 分 广 _，E Vj 和 小 波 部 分 wj_1 © Wyo, 
A = ftw. 如 此 ,对 所 -1 和 所 2 采 用 相同 步骤 ,并 一 直 进 行 下 去 , 如 下 图 
所 示 ， 最 后 终止 于 第 0 级 分 解 上 。 


NENEN NN 


为 进行 分 解 , 需要 对 近似 系数 和 小 波 系 数 , 即 5.1.4 节 末 讨论 的 ec 和 5 系数 进行 操 
作 。 如 同 Haar 小 波 时 的 情形 ,我 们 想得到 分 解 公式 (5.12) 的 离散 滤波 器 实现 形式 ， 
及 其 算 子 表示 。 

因为 两 个 序列 2 = eron Lo, 21+) My = ya, yogi 的 卷 积 定义 为 
(MEX 3.9 ): 





(z*y)r= > TkYl-k 


KEZ 


A hl OFFI : 
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hk ;二 (1 eet (5.14) 
fr := =p (5.16) 
Hit A(z) = Axe 和 (x) = Lae, 定义 两 个 离散 滤波 器 ERAT HAL- 记 z = 
a, EEEL = ihez 于-iQi。 比较 上 式 与 (5.12 ) 式 , 得 到 可 = Laia. 
AWA, bf! = Haia. EPHE Haar 分 解 算法 时 ， 遇 到 过 舍弃 序列 中 奇数 项 部 


分 的 操作 ， 区 之 为 “下 取样 "。 下 取样 信号 是 对 原 信号 等 隔 -' 个 点 取 一 个 样本 后 得 到 
的 。 定 义 下 取样 算 子 DD 如 下 。 


定义 5.13 车 z = (7_2:7_1z07172 ,那么 其 下 取样 是 序列 


Dr= (t,t a ton] 








(Dr) =ru, leZ, 
AREER ( 卷 积 算 子 ) 来 描述 选 代步 又。 这 里 所 用 的 两 个 滤波 器 产 和 ， 

分 别称 为 分 解 高 通 利 分 解 低 通 滤波 岩 。 
BREA: at! = Dl « a5) _ bol = Dòha) | 


(5.17) 
算 子 形式 ; w-!= Dla, b- = DHei 


图 5.6 表示 了 分 解 算法 的 选 代 过 程 ， 用 21 形 像 地 表示 了 下 取样 算 子 。 





图 5.6 基于 多 分 辩 率 分 析 的 分 解 算法 


特别 值得 注意 的 是 ， 离 散 滤 波 器 和 下 取 祥 算 子 不 依赖 于 ) ， 所 以 存储 需求 量 小 ， 
而 且 由 于 卷 积 运算 并 不 耗 时 ， 整 个 迭代 过 程 既 快 义 有 效 。 


终止 。 终 止 分 解 运算 的 准则 有 好 几 个 。 最 简单 的 就 是 一 直 分 解 下 去 直至 耗 尽 所 
有 的 样本 点 。 但 这 可 能 并 不 必要 ，。 奇 异性 检测 可 能 只 需要 分 解 1 至 2 级 、 一 般 地 ， 终 
止 点 的 选择 主要 取决 于 我 们 想 完 成 的 工作 ， 

整个 分 解 过 程 终止 后 (终止 于 7 = 0)， 生 成 了 一 个 系数 集 ， 它 包含 0 级 近似 系 
数 ( AD {oR} ) 和 细节 (小波 ) RAMEE, 9 = 0,09 —1, 


186 548 Bot ode Rak 


fl 5.14 


考虑 定义 于 单位 区 间 0 C2 LEHESS, WA 5.7 所 示 ( 同 例 4.13 中 用 的 信 
Sai), wH OR, MAES RRL Oo MES [ Fa = f(/F)), 在 
(5.17) 式 给 出 的 分 解 算法 中 ,应 用 Daubechies bik, 其 PD 值 在 (5.4) 式 中 给 出 。 
TEVE, Vr, Vef Vite 5.8 至 图 5.11 所 示 。 比较 这 些 图 形 与 应 用 Haar 小 波 时 
相应 的 图 形 ( 第 4 章 的 图 4.14、 力 4.16、 图 4.17 和 图 4.18 ). 可 见 ， 因 为 Daubechies 
小 波 是 连续 的 ， 它 们 比 应 用 Haar 小 波 时 对 原 忆 号 有 更 好 的 近似 . 


3 
2 





> 


-2 


-3 





图 $.7 示例 信和 号 
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图 5.9 应 用 Daubechies 小 波 时 的 全 分 量 
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45.10 应 用 Daubechies/ ERTASI Ve A 
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图 5.11 应 用 Daubechies 小 波 时 的 亿 分 量 
522 重 构 算法 


如 在 有 关 Haar 小 波 的 章节 中 所 述 ,一 旦 信号 分 解 完毕 ,就 可 以 修改 某 些 Wj。 如 
果 且 的 是 滤 除 噪声 ,那么 /的 Wi 分 量 中 相应 于 不 想 要 的 频率 部 分 可 被 会 帘 ， 结 果 是 
噪声 显著 地 减 小 了 。 如 果 目 的 是 数据 压缩 ， 幅 值 较 小 的 玉 ; 分 量 可 被 会 弃 ， 而 且 不 会 
显著 地 改变 原 信号 。 仅 仅 显著 的 Wy ( 较 大 的 战 ) 需要 被 传输 ， 于 是 就 可 以 取得 极 大 
的 数据 不 缩 效果 。 不 管 怎样 ， 因 为 Wj' 分 量 已 被 修改 过 ， 我 们 就 需要 -个 重 构 算法 ， 
HEV; RUSE (252 一 站 重新 纪 装 被 压缩 或 被 汪 波 的 信号 .意思 是 ,由 六 = 1 开始 ， 应 
用 万 = Spite, BBG f. 算法 流程 图 如 下 : 


fo —e te he hi 
ww! al wl Zt tinal 
仍然 把 该 算法 分 为 二 个 主要 步 驰 ， 初始 化 、 和 迭代 和 终止 . 


初始 化 ”此 时 我 们 拥有 的 是 … 个 可 能 被 修改 过 的 系数 集 (由 0 级 开始 )， 包括 
0 级 近似 系数 {ag} 和 细节 (小 波 RA), = 0,…,j B: 


folz) = $ akole - k) € Vo 15.18) 
kez l 
wy (2) = SB W r-k) Wy, DSJ <j (5.19) 


kez 


TT 
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ee Hebe A. OA PRO A. 
hy := WR-1) (5.20) 
f= Pr ($21) 


通过 站 (zx) = herti) 一 了 x zx， 定义 两 个 离散 滤波 器 ( 卷 积 算 子 ) AME. EH 
公式 {5.3 ) 中 ,以 可 cz pe-a AY cy (-1) ca) RAR, A 
出 了 哄 。 应 用 前 面 刚 提 到 的 滤波 器 ， 全 把 (5.13 ) 式 重 写 为 : 

A=) bal + Sheard? (5.22) 

leg lez 
这 几乎 就 是 两 个 卷 积 之 和 ， 仅 有 的 差别 是 卷 积 的 指标 为 — LIRR 2. BIE 
涪 , (5.22) 式 是 . -个 奇数 项 缺失 ( 即 反 -or-3 ) 的 卷 积 ， 可 以 简单 地 用 零 乘 奇数 项 前 
复原 回来 。 通 过 明确 地 罕 出 前 面 凡 项 ， 可 以 清楚 地 表示 出 该 过 程 ; 
af =--- 4+ fray + leaa O Eppa + bear 0+ Groh H A 1-0 
十 … 十 类 似 的 hb 项 

为 把 该 和 式 宇 成 卷 积 形式 ， 我 们 改变 输 人 序列 oj 的 形式 ， 通 过 把 0 均匀 地 分 散 于 
其 中 ， 形 成 一 个 在 所 有 的 奇数 位 置 为 0 的 新 序列 。 原 来 的 每 个 非 零 项 给 定 一 个 新 的 
偶数 指标 ， 这 只 要 把 原 有 指标 倍 乘 即 可 ， 例 如 ，o2 现 在 的 下 标 是 -2。 该 过 程 称 为 
上 取样 ， 如 下 面 的 定义 ; 


定义 5.15 令 工 = (E-n D1, 20,21, 22, ++) KPBS SE 上 取样 算 子 已 为 ， 








Uz = {20,2 1,0, 29,0,21,0, 22,0, +++} 


_ Jj0 ， 着 8 为 育 数 
(Uz), = 
tho, Fk 
那么 (5.22 ) 式 表示 的 重 构 算法 , 可 写成 简练 的 离散 滤波 器 形式 (或 卷 积 算 子 形式 ): 
ERER: o= bs (Uatt) +he (UY!) 
算 子 形式 ; a = Uai) + HUW- (5.23) 


相应 地 分 别称 产 和 2 Hy Bi HE AE Ra. 同 分 解 算法 的 情况 一 样 ， 这 两 个 
滤波 器 岁 不 依赖 于 重 构 级 数 7 ， 从 而 使 得 这 个 迭代 的 重 构 过 程 既 快 又 有 效 。 图 5.12 
不 出 了 重 构 过 程 ,用 21 形 像 地 表示 了 上 取样 。 
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5.12 基于 多 分 辩 率 分 析 的 重 构 框 图 


对 Haar 小 波 , A po =p = 1, 那么 本 节 所 述 的 基于 多 分 辩 率 分 析 的 重 构 算 法 摇 
退化 为 定理 4.14 所 述 的 Haar 重 构 算 法 了 -。 


终止 ”分 解 和 重 构 算法 都 使 用 了 尺度 系数 pp， 而 不 是 实际 的 gz) 或 者 WT) 的 公 
式 。 为 了 得 到 重 构 信号 f(z) = Dider), 根据 定理 5.12 (车 j6=1). 可 以 用 
of AD (TE x = 272 处 的 值 ， 所 以 重 构 过 程 没 有 用 到 由 和 多 的 公式 。 这 实际 上 是 非常 
幸运 的 ， 内 为 即使 是 Daubechies 小 波 ， 其 和 东 的 计算 也 是 相当 复杂 的 ( 见 5,3.4 节 
和 6.4 9). 然而 周 为 和 几 的 正 交 性 严 衬 地 确保 了 分 解 和 重 构 算法 的 项 利 实施 ， 
所 以 实际 上 信和 多 在 幕后 扮演 了 一 个 非常 重要 的 角色 : 


5.2.3 








用 小 波 进行 信号 处 理 的 一 般 过 程 


信号 处 理 过 程 同 第 4 意 讨 论 的 用 Haar 小 波 时 的 过 程 完全 一 样 。 


1. 


La 


取样 。 这 是 一 个 预 人 处 理 步骤 。 若 信号 连续 *"， 那 么 必须 以 能 够 捕获 原 信和 号 必 
要 细节 的 速率 取样 ， 不同 的 应 用 决定 了 不 辐 的 取样 率 。 例 如 ， 为 了 巴 真 地 表 
现 贝多 其 第 九 交 响 曲 ， 则 一 定 要 捕获 到 接近 人 人 耳 昕 力 极限 的 约 为 20 kHz 频率 
的 信号 ， 此 即 为 Nyquist 频率 。 根 据 一 般 经 验 ， 此 时 的 取样 率 应 为 Nyquist 
频率 的 2 倍 , 即 40 kHz， 

分 解 . 信和 号 取样 后 , 可 应 用 定理 $.12 来 得 到 最 高 级 的 近似 系数 . 循环 使 用 ( 5.17 ) 
式 直 至 到 达 一 个 合适 的 级 别 ( 例如 了 = 8)。 该 步 的 输 认 是 各 级 别 的 小 波 系 数 
( 细节 ) 和 最 低级 别 的 近似 系数 。 该 系数 集 就 是 下 步 要 处 理 的 对 象 。 


， 信 号 处 理 通过 舍弃 非 显 著 系 数 可 以 压缩 信号 ,或 者 以 某 种 方式 使 信号 滤波 


或 去 品 。 输 出 可 被 存储 或 立即 重 构 以 恢复 经 过 处 理 的 信和 号。 在 某 些 情况 下 ， 
诸如 奇异 性 检测 ， 原 信和 导 不 再 有 用 ， 可 以 舍弃 。 


. E, 调用 {5.22 ) 式 的 重 构 算 法 ， 沪 算法 和 输出 最 高 级 近似 系数 .、 HEM 5.12 


可 知 ， 处 理 后 的 信号 与 顶级 重 构 系数 近似 相等 





T 壕 续 信号 通常 嗓 称 为 模拟 信和 号。 这样 称谓 的 由 来 是 ， 模 氢 计 算 机 的 输出 是 连续 的 信号 。 
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例 5.16 


用 Daubechies 小 波 对 信号 /进行 分 解 和 重 构 ， 该 信号 定义 于 如 图 5.13 所 示 的 单 
位 区 间 上 {与 例 4.15 的 信号 相同 ). 








3 T me T r 


FE 4 


WM, 


Hsi def 














PHE, HARKER BRILA LARES TE, = fk), 
O<k< 8-11, RERM(SIT)ADMBES, BH, 
f=fotwotuy + Wo +--+) + wy 


其 中 ， 
fol) = agla) € Va 和 wy lz) = P ip(a — k) Wy 
kez 

ik #45 b tow Æ Daubechies KÈ Matte) ke Be (HAMS). RS BH M 
( 5.22 ) 式 重 构 原 信号 ， AAA EREA = 形 /28 处 的 近似 值 图 5.14、 
图 5.15 表示 用 Daubechies 小 波 压 缩 80% Fo 0 部 时 的 情况 { 令 最 小 竟 80% Fe 90% 
的 | 斌 | 的 系数 为 0 )， 不 妨 把 这 些 图 形 同 第 4 章 用 Haar 小 波 压缩 800e VOM AT HE 
图 4.20、 图 4.21 RT., BARAER ES 80 免 和 90 铝 时 的 相对 误差 分 别 为 
0.0553 和 0.1794 而 用 Haar 小波 时 的 相对 误差 分 别 为 0.0895 和 10.1838 { 见 例 
4.15 )、 相 同 压 缩 比 下 ， 用 FFT 时 前 相对 误差 分 别 是 0.1228 Fr 0.1885. 
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一 
md 


> 
amk, 





Æ 5.14 用 Daubechies 小 波 压缩 80% 


4 T T T T T T T 














图 5.15 用 Daubechies 小 波 压 缩 90% 
不 要 从 该 例 中 得 到 如 下 印象 小波 比 FFT 更 适合 数据 压缩 ， 本 例 的 信号 有 两 个 
PEGGLE, HEMET SRK, RARER, RELA 
者 大 臻 上 具有 周期 特性 的 信号 ， 用 FFT 可 以 处 理 得 很 好 ( 甚至 比 小 波 还 好 ) 


D 这 种 情况 实际 中 很 少见 一 一 译 者 注 。 
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5.3 EHEH EM 


在 前 节 讨 论 的 有 关 多 分 辨 分 析 的 例子 中 , 构造 Haar、 线性 样 条 和 香农 { Shannon ) 
小 波 时 ， 多 从 一 个 给 定 的 取样 空间 开始 。 这 些小 波 都 有 一 定 的 局 限 性 。 例如， 最 早 
提 及 的 、 基 于 Haar 尺度 函数 的 分 解 算法 , 因为 相应 的 Haar 尺度 函数 和 小 波 函 数 是 不 
连续 的 ， 所 以 对 大 多 数 光滑 函数 它 不 能 提供 一 个 精确 的 近似 。 香 农 多 分 状 率 分 析 是 
足够 光滑 的 ， 但 用 于 分 解 和 重 构 的 高 通 和 低 通 滤波 器 具有 无 根 冲 激 响 应 ( 即 有 无 限 
个 尺度 系数 )。 而 且 ， 这 些 冲击 响应 即使 指标 ?很 大 时 ， 壮 碱 也 很 慢 。 线 性 样 条 在 这 
方面 表现 较 好 , 但 其 冲击 响应 还 是 有 无 穷 多 项 。 第 6 章 将 构建 一 个 尺度 函数 是 连续 的 
多 分 辨 率 分 析 ， 其 分 解 和 重 构 算法 中 应 用 的 高 通 和 低 通 滤波 器 具有 有 限 的 神 激 响应 . 
不 是 从 取样 空间 开始 ， 而 屁 用 全 里 叶 变 换 方 法 吉 接 构建 尺度 函数 ， 本 节 将 描述 并 推 
导 一 些 斥 度 函 数 必须 满足 的 性 质 ， 然 后 通过 傅 里 叶 变 摘 ， 得 出 这 些 性 质 的 频 域 表示 。 


5.3.1 尺度 函数 


由 定义 ,多 分 状 率 分 析 是 一 系列 子 空间 {Vi,j E ZeL (RES, BEV Æ 
由 {9(272 一 各 ,kk€ 2} 张 成 的 , 此 处 构造 的 四 要 使 { 太 ,7 E 2} 满 足 定义 5.1 中 列 出 的 
各 项 性 质 、 下列 定理 提出 了 一 个 有 关 名 的 与 这 些 性 质 等 同 的 公式 。 


定理 5.17 WORSE, 满足 标 准 正 交 条 件 : fole- kjole- i) dr 
=O. OV; Bi {o(Qiz -站 :E22} 张 成 的 ， 则 ; 
1. 空间 VV 满足 可 分 条 人 忻 { 即 mW = {0} ) 
2. HOME PIMA: 
(a) 归 一 化 ， d(z)de =1 
(b) REE: (r) = Dy pedl2e 一 悦 ，py 是 常量 日 数量 有 限 
那么 相应 的 仿 满 足 稠密 条 件 : UV = (R), RE, HEI EBK, ALR) 
PBS PARR AT E V; 中 的 括 数 近似 。 
ME. FKR eR A eee, 满足 归 一 化 ,尺度 和 标准 正 交 条 件 , 那么 空 
HE [V] E 形成 一 个 多 分 辩 率 分 析 。 


证 明 此 处 仅 给 出 定理 第 1 部 分 不 太 严格 的 证 明 ， 第 1 部 分 和 第 2 部 分 的 严格 证 
明 见 附录 A， 
由 定义 ， 信 号 FEY ;是 
{O(0/2? —k), k=-+-—2,-1,0,1,2---} 
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的 线性 组 全 BEG > 0ER, olr/X 一 局 的 非 零 集 也 变 太 了 ， 例 如 ， 若 图 516 
表示 ， 那 么 9(z/22) 则 如 图 5.17 所 示 : 











1 2 六 -一 -一 一 
rE 
0.8} 
0.47 
04} 1 


0.2} 



































人 .3 1 1 1 1 i 1 
-10 -8 + 4 +2 0 2 4 6 & 10 


图 5.17 (2/4) 


男 一 方面 ， 作 为 L2{R) 的 一 个 成 员 ， 了 的 能 量 有 限 ， 即 fe) dt EARI. W 
图 5.16、 5.17 所 示 , 信和 号 的 能 量 随 着 信号 非 零 集 的 变 大 而 增加 { |S)? dt 一 co ). 
因此 ,属于 所 有 VV MERES, 随 着 i 一 50， 必 有 无 限 能 量 。 由 此 得 出 结论 ， 这 个 
信号 必 秆 等 于 0。 
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5.3.2 ” 频 域 的 正 交 性 


REPRO EMT? ERS ERR, 必须 先 找到 满足 定理 5.9 的 系 
数 坟 直接 构造 取 很 困难 ,而 应 用 傅 里 叶 变 换 , 将 会 间接 地 带领 我 们 找到 一 些 构建 px 
的 简单 步骤 ， 从 而 最 终 得 到 。 首 先 ， 假定 -个 连续 的 尺度 函数 存在 ,下 面 要 看 看 相 
庶 的 尺度 系数 亚 应 满足 什么 性 质 ， 然 后 反 过 来 看 看 如 果 王 满足 这 些 性 质 ， 那 么 会 构 
造 出 一 个 什么 样 的 尺度 函数 来 。 下 节 有 一 个 例子 ， 己 知 满 是 这 些 性 质 Pe ， 赋 究 如 何 
由 这 地 系数 构建 一 个 特殊 的 连续 尺度 耳 数 { Daubechies 提出 )- 

FNC AA, CRSA RELA, 


ey ”ea 
f= J Le 
因为 8(0) = Fe fo(x)de, LERI Cf o=1) Bm: 
A 1 
10) = 语 
关于 由 和 多 的 标准 正 交 条 件 在 频 域 可 表示 为 以 下 定理 。 
定理 5.18 函数 少 满足 标准 正 交 条 件 ， 当 且 仅 当 


an STE + rk)? =1， 对 所 有 的 & ER 


kEZ 


Es, Kave) ole — TIE, 此 处 IE Z ， 当 且 仅 当 




















D OE + Ink) ÓE + 2k) =0, EER 
kez 


证 明 仅 证 明 第 1 部 分 ， 第 2 部 分 的 证 明 类 似 。 标 准 正 交 条 件 可 写 为 ; 


1, #k=i 
[Em 若 ot] 


fe BUH, Rolie -有 ， 并 记 <1— 忆 ， 则 标准 正 交 条 件 可 重新 表示 为 ; 
J PDE n) de = don (5.24) 


根据 健 里 叶 谈 换 的 Plancherel 恒等式 【定理 2.12 )， 有 ， 
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/ f(a)g(a) de = f OHO figer 


HER, S f(x) = d(z), glz) = of — n). HEH 2.6 OMI Sa =n, d= €), 

W da — n)l€) = Ee E, PDL (5.24) 式 的 标准 正 交 条 件 可 重新 写 为 ; 
[Be Stee de = fou [OP aE = by 

把 积分 区 域 分 隔 分 为 一 个 个 小 的 区 间 Ly = Brj 2+1), ge Z, WEA: 


2r0+1) , 
T Pe i 


gZ" 2ni 
用 + 277 取 代 上 5， 则 积分 限 变 为 0 至 2r: 
27 
[Liber 2r) Pe de = bon 
Q jez 
因为 e275 21, JEZ, MUA: 
2r . , 
f > IOLE + 2r) eE dE = don (5.25) 


JEZ 


ay 


F(E) = 2r Y [6E + 209)? 


jez 


则 1 5.25) 式 的 标准 正 交 条 忻 变 成 : 
20 , 
(an f Pl)e™ dé = on (5.26) 
ü 


函数 下 是 以 2 为 周期 的 ， 因 为 
F(E + 2n) = 29 GE+27( + 1))/? 
jez 
-AY HEt rje GFE) 
j 
= F£) 
因为 下 是 周期 性 的 ， 所 以 有 健 里 叶 级 数 展开 anei"z ， 这 里 的 储 里 叶 系 数 由 an = 
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(1/27) "P(e 给 出 。 因此 ， 标 准 正 交 条 件 (5.26) 等 价 于 a_n = ino， 也 就 等 
价 于 (6) = 1, 证 毕 。 


一 个 有 趣 的 恒等式 。 作 为 上 面 定理 的 一 个 应 用 ， 可 由 上 述 定理 得 到 一 个 有 趣 且 
有 有 的 公式 因为 Haar 尺度 函数 少 在 单位 区 间 等 于 1, 其 他 处 为 0， 所 以 其 傅 里 叶 变 
换 为 ， 


i _ 1 ! —izé 
gE) = 去 | e™™ dr 








E] (5.27) 
i 
通过 简单 的 代数 运算 得 : 
je? leosé _ 1 /sin(é/2)\” 
POP- 二 -二 (到 


因为 {1g(z- 间 ,有 E 2} 是 标准 正 交 函数 集 ， 由 定理 5.18 得 到 : 
sin? ($ + rk) 
kez ($ +k) 


因为 sn?z 是 以 z 为 周期 的 , 所 以 上 式 的 分 子 等 于 sin2 § 两 边 除 以 sin? 4 并 经 适当 化 
简 ， 得 到 ; 


2 4 
ac 二 一 — 
2 2 (€ + Qark)* (5.28) 


这 是 一 个 非常 著名 的 公式 ,一般 通过 复 分 析 技术 得 到 。 我 们 将 它 用 于 习题 10， 得 到 
线性 样 条 多 分 辩 率 分 析 的 尺度 函数 。 
5.3.3 FUR REAR 
RERI Ol) = Do, BE2z 一 局 通过 傅 里 时 变换 ， 得 到 其 频 域 形 式 。 
定理 5.19 KERI) = Do, mole — k) 等 价 于 
P(E) = o(€/2) P(e #7) 
这 里 的 多 项 式 书 由 下 式 给 出 : 
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Pe) = 3 Smet 
keZ 
证 明 对 iz) = 部 :pkD(22 — k) 的 两 边 做 傅 里 叶 恋 换 ， 然 后 应 用 定理 2.6 有 ， 
“3D O(E/2)ppe E = AEP) 
这 里 P(e) = (1/2) E; pee" HEE. 
bomen 以 选民 形式 应 用 定理 5.19， 有 : 
PE = Ple oE) 
HE/2) = P(e” \6(E/2) 
所 以 


P(E) = Plo!) P(e 8/6 /2?) 
按 此 法 继续 下 去 ， 有 : 


$O = Pe?) PEK) elez) 


(fine) se: 


给 定 尺度 函数 ， 对 任何 nx 上 式 保持 成 立 。 极 限 情况 下 ， 当 nn orj, ERRA 


-| 


车 $ 满 足 归 一 化 条 件 | 9(z) dr = 


e 


hae 
A 


new) $0) 
Z b(0) = 11Y27 ， 所 以 


= z I Ple?) (5.29) 
这 就 给 出 了 一 个 根据 尺度 多 项 式 忆 得 到 尺度 函数 风 的 傅 里 叶 变 搞 的 公式 。 AA CBRE 
积 难以 计算 , 所 以 该 会 式 在 实际 构建 名 时 不 实用 。 此 外 还 不 得 不 用 道 傅 里 叶 变换 来 从 


其 情 里 叶 变 换 系数 恢复 6 。 但 不 管 怎样 ， 稍 后 将 看 到 ， 它 还 是 有 理论 意义 的 ， 
HAERE RI x) = 


din pkg[2z 一 及 的 画 数 乡 可 给 出 - -个 多 分 辩 率 分 析 , 相 
应 的 小 波多 满足 下 列 方程 ( 见 定 理 5.10 ): 
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PT) = 》 (一生 xb(2z — k) 


RED 


> 


Q(z) = ~zP(-2) 
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对 于 |z| = 1, Q(z) = /2)5,(-1)*p,_p2* (AAW 13). 应 用 证 明定 理 5.19 的 类 


(yee, ale. 
PE = ED 


(5.30) 


上 述 两 定理 结合 起 来 ,得 出 如 下 满足 多 分 辩 率 分 析 存 在 必要 条 件 的 多 项 式 P(2) 
定理 5.20 设 两 数 $ 满 足 标准 正 交 条 件 有 8(7 一 眉 9(z 一 站 dz = 541:， 尺 度 条 件 


olz) = Er prO(22— k). 那么 多 项 式 P(z) = Oy p RAPER: 
|P)? + |P(-z)P=1, 2€C, Blz=1 
TIE, P(e] + Pte)? —1 | OSE < 27. 
证 明 RIE 5.18, HOW EINEERAE, WA 


> d(€+27k)? =1/2" cer 


REZ 


AOBMERERE, WA (EH 4519) 
GE) = H{E/2) Ple 8/2) 
把 { 5.31) 式 中 的 和 分 为 偶 部 和 奇 部 ， 并 应 用 ( 5.32 ) 式 ， 得 到 ， 


1 ~ : 
z7 X lOl + 248) /? 


REZ 


=X ol + (22m)? + Yo + (2 + 1)2n)| 


IEZ lez 


=> (Peer + (alym)|? + 


IEZ 


[P(e EA OHD GE /0 4 (214 D) 


= | P(e") She /2 + 2r)? + 


lez 


(5.31) 


2 
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[P(e YO IG((E/2 + x) + 2nl)/? 


lez 
Lis — Te SADA Se 2 = 1 和 e-"i 二 -1 右 近 的 两 个 和 式 均等 于 1727 
(在 定理 5.18 中 ， 分 别 用 /2€12 + ARBRE). TE, bth. 
1 = |P(e #2)? + [P(e 8/9)? 

因为 该 式 对 所 有 的 5E RIR, FEBI, HFA = 1 的 复数 > ，|P(zj| 2 十 
|P(—2)/? = 1 成 立 , TEE. 

下 而 的 定理 是 针对 孙 数 的 ， 其 相应 的 尺度 多 项 式 为 Q@， 证 明 过 释 同 定理 5.20 
的 证 明 过 程 类 和 似 (见习 题 14 }, 

as 5.21 WORKS HE PRUE IE 20 It f olaki -i) dr = bu ARBRE 

= Ermel- k) ela) = Prole- k), FQ) = Erz", WAFA 

AE 

* fyir -~ kgs- ijdr=0., klEZ 

e POTO PCD z)=0. |2|=1 

表述 定理 5.20 和 定理 6.21 的 另 一 个 方法 是 用 矩阵 


_ /Plz) P(-2) 
m= (30 a3) 
By Ase TE 3S FE RR ETE 2 NE A SOTERA LASER 
(BM M* =T), 


例 5.22 


下 面 用 Haar RR BMRB, HAMA p= p = 1 (其 他 的 py =0) 
TR, 


P(z) = (1+ z)/2 
用 本 例 验 证 定理 5.19 foe 520, 5.27) AP Haar RA ae Bot 
可 知 : 








， ag /2 _ -$ 
Ple ~#/2) 3, hE) = 一 3(1 + e78) (s >) 加 1 


-iV2r€/2) — Jini 
PVA QE) = P(e EDGE), Ede 5.19 HFK, 
同时 注意 到 


3 一 这 
PoP +|p-ar= HEE Aa 
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1+2Refz} +|z|:  1—2Re{z} + jel 
= + 
4 4 
=1, zEC, l:|=1 





与 定理 5.20 的 结论 相符 。 
应 用 同样 的 方法 ，Haar hti Et RRA 
yo = Ca 
YE) = iV ane 


其 尺度 多 项 式 是 Q(z) =(1—2)/2, MA 


; en i€/2) 一 (ee _. 
aeae e E E E ie 





5 (530) 式 相 圭 合 。 


5.3.4 构建 扩 度 函数 的 迭代 步骤 


前 面 几 个 定理 表述 了 : 如 果 几 存在 ， 其 尺度 多 项 式 必 满足 方程 |P(z)|2 + 
|P(-z)P = 1 ， 这 里 的 |z| = 1。 所 以 构建 尺度 函数 和 的 一 个 策略 是 ， 首 先 构建 多 项 
式 己 满足 方程 |P(zj +IP(-a3 2 = 1 ， 然 后 构造 函数 和 ， 使 其 满足 尺度 等 式 
a(x} = Me pror 一 k), 

假设 满足 定理 5.20 的 PP 已 经 构造 出 来 了 ， 且 P(1) =1. PH-THITEFRA 
出 。 构 造 与 PP 有 关 的 尺度 孙 数 6 的 策略 见 下 述 先 代 过 程 。 令 Haar 尺度 函数 表示 为 ， 


1, 若 0&zx<1 
ola) = f 其 他 
因为 Haar 尺度 遍 数 已 经 满足 了 标准 正 交 性 ， 那 么 定义 
dilz) = 》 mt 和 人 27 一 月 (5.33) 


hEZ 
Ab., EAE On RE on, BM 
bn(x) = YO 天 加 -1(2z - k) (534) 
keZ 
在 下 面 的 定理 中 ,我 们 着 到 当 n 一 okt, oR ERR, HHS. MLB 
R. n+ oo 时, 有; 
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= 》 prG(27 — k) 


keg 

FTE, © CRER RKE RE.: AA Oot ALR HE IF 26 ARI. ATL PH d be. dg 
直至 乡 也 满足 标准 正 变 条 件 : 为 此 ， 需要 对 P 增 加 一 些 限定 条 件 . 

定理 5.23 设 P(z) = (1/2) Yp EEM., ME FIAT: 

» Pll)=1 

© PaP +|P(-z)P=1, Ble] =1 

© [P(e > 0, ale < 2/2 

& polr) Haar KEKR, Sonlar) = Vip PeOn-1 Qe —k) n 2, WAP Bb, 
{LL? ERE KO, MA OAL Pata ERE: 





f i Pz ~ Gls — m) de = bam 


AREER ol) = 0, polr — k). 


证 明 定理 收敛 性 的 严格 证 明 比 较 复杂 ,留待 附录 和。-- 旦 满足 收敛 性 , WAO 
身 动 满足 如 前 已 述 的 尺度 条 件 , 这 里 我 们 给 出 一 个 解释 : 为 什么 9 满足 归 一 化 和 标准 
正 交 条 件 。 首 先 由 站 开始 ， 由 ( 5.33 ) 式 ， 得 到 ， 


由 (2) = y Phkeof2z 一 局 


kez 
与 下 述 的 傅 里 叶 变 换 式 等 价 ， 
plê) = P(e?) $o(€/2) (5.35) 
此 处 的 证 明 与 定理 5.19 的 证 明 过 程 类 似 . 因为 和 (0) = Fe, BP) = 1, BR (0) 
= he, BRIO RR. 


根据 ( 5.35 ) 式 ， 有， 
DOE + 20k)? = 》 P(e) P| a (€/2 + ak)? 
keg KEZ 


AMMAR Ae Maas, JEM 5.20 的 证 明 过 程 关 似 ， 得 到 ; 
人 网 全 二 27 有 用 = 》 P (et +EP Sa(€/2 + 2al)|? 


kee eZ 


十 5 IPle™ /24 2141) iy)? 
IEZ 


2 


[bo(€/2 + (2! + 1)) 
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= [P(e S gy (E/2 + 2r) 


leZ 


+ [Pee S loo(é/2 + r+ arnt 
lez 


因为 徊 满足 标准 正 交 条 件 ， 布 边 琴 个 和 式 均 等 于 172r (由 定 埋 5.18) 因此 ， 





Es ， : 1 ifs) Li 
D óE- = (Pe E2) + Pie) 


- + 根据 对 PP 的 假定 


出 定理 5.18， 心 满足 标准 下 交 条 件 ， 经 过 与 前 面 类 位 的 讨论 可 知 ， 若 -1 满足 归 -- 
化 和 标准 正 交 条 件 ， 那 么 名 :也 满足 “ 依 此 类 推 ， 所 有 的 @4 均 满足 这 些 条 件 ” 取 极限 
后 得 到 ， 史 也 满足 这 些 条 件 


例 5.24 


对 于 Haar bE, po 二 pi = 1, KARAM, pp 二 0 此 时 P(2) =(1 4 2/2. 
BAPO) = 1, 而 且 在 例 522 PAMELA T |P + |P- = 1， 对 于 
ja=1 mH, Pe) = (1+ e/2| > 0, 对 于 所 有 的 由 <a. 于是， 定理 
5.23 中 的 所 有 条 人 忻 均 满足 根据 该 定理 中 的 迁 代 算法 , 由 Har 尺度 函数 各 开始 
由 于 Haar 尺度 系数 为 mm = pi = 1]， 所 以 所 有 的 四 均等 于 Go. 例如 ， 由 {5.33) 
KA: 
(T) — pogo (2z) + pigo(2z — 1) 

= olr) + olr — 1) 

= holz) (4.12) 3 
类 似 地 有 ， 铝 = 向 = 60, FF. 这 并 不 令 人 人 惊奇， 因为 送 民 算法 应 用 尺度 等 
RAHO E k, AAT Har 尺度 等 式 和 Har RÆ AAG, MAREE 
RASH Zl Oo. 


例 5.25 
Daubechies 小 波 4P(z) = (1/2) Dpr", kB, 


14+ v3 3+3 3-73 1— v3 








Bo 
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由 习题 1] 可 知 ， Plz) BRP 5.23 中 的 各 小 条 件 . 因此, 定理 5.23 PRA 
法 将 最 终 收 妆 到 一 个 尺度 函数 入， 这 个 由 是 善 先 由 Daubechies 得 到 的 ,经 过 前 4 
KIRA Oo. 01, 2 feds de BR 5.18 至 图 5.21 所 示 。 





rr 
中 
Sf 
| 
05 
1 
-0.54 ] 
al 
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几 5$521 ws 


下 SORE RUE po... pa 的 原因 ， 以 及 Pk 的 其 他 选择 . 


5.4 习题 
1， 对 以 下 的 各 个 9， 画 出 gfx), g(x +1), 21/2gf2x - 3) 和 i9(5z 一 1) 的 图 形 。 


fa 
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(d) g(z) = 


SEC XARA S A ORAIEAR. OEM upp). 车 


suppl f ELA PAY, WES SER eg a A RZ. RTA RSC 
其 中 哪些 是 紧 的 ? 
. ate k<a<k+] RAK 

 l0R k<a<kt1 天 为 偶数 


rl- £0<g2<93 


1 若 z>3 

OE OEE 了 
一 B-Hi<ar<0 
0 fra <—h 


r-r’) #O<r <1 和 0 入 9< on 


(c) Afr. 9) := k 其 他 


.定理 1.40 中 的 Parseval 恒等式 是 通过 传 里 叶 级 数 引 入 的 ， 但 实际 上 不 一 定 如 此 ， 
其 通用 条 件 可 以 更 宽泛 . 令 Y 是 一 个 复 内 积 空间 , AEC EU hra 证 明基 
了 ET 和 9 EV 的 表示 式 如 下 : 

f= ow 和 g=) bru 
k=l k=! 
那么 


(f, g) = S orbe 
k=1 


上 式 同 祥 称 为 Parseval 恒等式 : 指标 & 的 具体 形式 无 关 紧 要 ( 双 指标 集 也 "| 以 )， 
只 上 时 是 可 列 的 。 


4， 用 习题 3 得 到 的 Parseval 便 等 式 证 明 以 下 公式 。 


(a) 定理 5.9 的 1 式 
(b) DEAR 


lo 
(Yom You) = 3 DO Pine am Pikta 
keZ 


9. 
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HA) OE CSS st Pe. ER: 改变 {5.5 ) 式 的 求 和 次 序 ， 并 且 利 用 
{21/26(2zx 一 各 }xez 是 标准 正 交 的 事实 ， 
c) 证 明 
(dot, Yom) = 3 ye ) p142m Pk 2t 
kez 
RMA fE (5.5) se. 提示 : 改变 (5.5) 式 的 求 和 次 序 ， 并 且 利 用 
{2126(2z — kihez 是 标准 正 交 的 事实 ， 








， 在 习题 2 中 已 经 定义 了 函数 的 支撑 : ERAS PRET PAR OE RS 


PEAY, 那么 定理 5.6 的 尺度 关系 式 中 只 有 有 限 个 非 零 的 系数 。 





RIV, :7 E EMR ERR OMS DET, OREN DAES, 


a) 求 以 下 阶梯 函数 在 万 上 的 正 交 投 影 ty， 


ula) 1 0<¢2<1 
iT) = 
0 7z<0 或 xz>1 


b) As oa) dz =0, EHR BA Mlle — wl 2 4- 
c) 解释 一 下 为 什么 上 述 结论 意味 着 /bfz)dz = 0. 


， 当 Pk 为 复数 时 ， 在 证 明定 理 5.9 的 4 0 证 明 此 


HHS | Bl? + o = 2 和 E+ O = 2 HEB AEE =O=1. 

(Shannon 多 分 辨 率 分 析 ), 对 jE Z, SV EMA HERA RS ARIER, 
在 区 间 |--257;22z] 以 外 ， 了 的 博 里 时 变换 为 六 = 0， 即 < REH, BA 
支撑 supp( 广 < [Fn Ar] 

(a) WEI { V hez Ee X 5.1 的 关于 多 分 辩 率 分 析 的 条 件 1-.4- 

(b) sinc 的 定义 如 (1 5.1 ) 式 中 所 示 , ER ol) := sinc(z)， 满 足 定义 $.1 的 性 质 

5, 所 以 它 是 人 WW 的 一 个 尺度 函数 ( 提示: 利用 取样 定理 2.23 来 证 明 {(z 一 局} 
是 太 的 一 个 标准 止 认 基 )。 
(c) 证 明 四 满足 尺度 关系 





_ 2(—1)* 
(a) = 6(2x) + 2 ko yn (2 -2k 一 1) 
d) RAT 6 的 小 波 世 的 展开 式 。 
Ce) 求 高 、 低 通 分 解 滤 波 器 A 和 : 
(ORA, BRR AME. 
( 线性 样 条 多 分 辩 率 分 析 XJ E Z, 令 态 是 所 有 能 量 有 限 画 数 ,的 空间 ，f 是 
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连续 和 分 段 线性 的 ， 其 寓 点 只 能 出 现在 二 进 点 此 27, ke 2 处 。 
(a) ER {V hez 满足 定义 5.1 的 关于 多 分 辩 率 分 析 定 义 的 性 质 1~4. 
(b) Spa) KEERN : 


r+1, -1<£ <0 
plr)=il-z, O<a¢1 
0, z| > 0 


WER {plz — k) fez Evie ( 非 正 交 的 ). 求 2 的 尺度 关系 式 。 
F plr) AIE S PATA EE BB 


a) WEAR 
vey a | 2 sm? (E/2) 
pE) = 2 EA 


1 _ 3- 2sin (£/2) 
2 (+ 2nk)* 48 sin*(€/2) 


(b) 证 明 


[提示 : 对 (5.28 ) 式 两 端 微 分 两 次 ， 然 后 经 适当 化 简 。] 
(c) 证 明 通 过 如 下 情 里 叶 变 换 定义 的 函数 色 


jo 
上 /上 一 3sin2 £ 
JER (oa ~ ace RBRTESCA. [提示 : 先 用 (b Be Jae + 


2 
ank)| = 元 ， 然 后 应 用 定理 5.18. ] 
11.4 P(2) = (1/2) ‘oa oPaz*, LB, 


1+ 3 3+ V3 3-73 1-¥3 
=- p= 1 Pa = P = 一 一 一 





证 明 P(2) 满 足 定理 5.23 的 条 件 。 利用 符号 计算 语言 , 例如 Maple, EHER 
+{P(—2)?=1, Biz) =1, hy = |P(e 芍 | 的 图 形 ， 证 明 |P(ez)| > 0， 这 里 
t| fa, 

12. 设 f 是 一 连续 可 微 函 数 , 对 0 < x < 1 有 |f'(z)| <M. 用 下 面 (a) 中 的 阶梯 函数 
一 致 地 逼近 7 ， 容 限 为 ， 该 阶梯 函数 属于 由 2"z — k), ke 2 产生 的 空间 VW， 
REH pE Haar 尺度 函数 。 

Ca) Mig 7 <2", Sa; = (i/2")， 于 是 形成 以 下 的 阶梯 函数 ， 
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fal )= 》 ojb(2 "g - j) 
JEZ 
EA D MOROSE 
13. &P{z =P, pr?" ， 定 义 ; 


Q(z) = —zP(—2) 
对 |z| = 2, EHQ = (1/2) 33, (-1)*_,2*., RIET -ARR 
数 的 多 项 式 了 到 小 波 函 数 功 的 多 项 式 的 关系 式 。 

14. 用 证 明定 理 5.20 的 基本 思想 来 证 明定 理 5.21。 

15. 当 信和 号 了 是 分 段 连续 时 ， 通 过 把 f 的 支撑 分 为 几 个 小 的 了 在 其 上 连续 的 子 区 间 ， 
来 证 明定 理 512。 位 于 不 连续 处 附近 的 点 iY2 必 须 小 心 对 待 ， 因 为 此 时 的 近 位 式 
f(z) = f(2/27) 不 一 定 成 立 。 然 而 这 些 麻 烦 点 的 数量 是 固定 的 ， A (292 一 中 的 
支撑 将 随 j 的 增加 而 越 来 越 小 。 所 以 可 以 证 明 ， 当 7 变 大 时 ,相应 于 这 些 麻烦 点 的 
项 amg(277 一 中 可 忽略 不 及 ， 

16. 用 定理 5.18 第 1 部 分 的 证 明 做 为 参考 ， 证 明 该 定理 的 第 2 部 分 、 

17. 习题 5 已 经 证 明了 者 9 是 紧 支 返 的 ， 则 仅 有 有 限 数量 的 浆 非 零 。 应 用 (5.34) 式 
所 示 的 迭代 过 程 网 建 9， HAMA RAEN AEE, 那么 是 紧 支 撑 的 。 

( 滤波 器 的 长 度 和 支撑 . DEAR, “4k > Nk <o, 若 尺 度 美 系 式 中 所 有 的 Pk 
SAO, MAS CRBS, MARS REE. HEN, ROME. 








第 6 章 Daubechies 小 波 


到 目前 为 止 我 们 见 到 的 那些 小 波 ( Haar, Shannon 和 线性 样 条 小 波 ) BRA ORR 
Bj. Haar 小波 是 紧 支撑 的 但 不 连续 。 Shannon RR ET TA 
近 于 无 穷 时 衰减 很 慢 . 线性 样 条 小 波 是 连续 的 ， 但 其 正 交 尺度 函数 和 相应 的 小 波 函 
数 ， 如 回 Shannon 小 波 一 样 ， 上 共有 无 限 支撑 ， 然 而 它 在 赵 近 于 无 穷 时 衰减 很 快 。 

这 些小 波 和 其 他 一 些 具 有 类 似 性 质 的 小 波 , 在 Daubechies 发 明 以 她 的 名 字 命 名 的 
小 波 系 以 前 ， 慌 怕 只 能 是 惟一 的 选择 了 .在 Daubechies 小 波 系 里 最 简单 的 是 Haar 小 
波 ， 也 是 惟一 一 个 不 连续 的 小 波 ， 其 他 的 均 为 连续 且 是 紧 支 撑 的 小 波 。 更 有 甚 者 ， 
在 沪 小 波 系 中 ， 随 着 级 数 的 增加 ， 小 波 变 得 越 米 越 光 滑 ， 而 且 它 们 可 以 有 预知 的 连 
续 导 数 ， 基 光滑 性 足以 满足 特定 应 用 要 求 。 下 面 我 们 跳 过 一 阶 Daubechies 小 波 { Haar 
小 波 )， 直 接 讨论 如 何 构造 二 阶 Daubechies hE vo. 








6.1 Daubechies 小 波 的 构造 


定理 523 列 出 了 关于 多 项 式 忆 的 三 个 充分 条 件 ， 可 保证 下 面 所 描述 的 渤 代 过 程 
最 终 能 产生 一 个 尺度 函数 。 给 定 一 个 多 项 式 P{(z)， 令 
p(£) = P(e) 
HUE Rp, ERE 5.23 中 假设 的 3 个 条 件 可 表述 为 ; 


p0) =1 (6.1) 
IPE? + pE +) =1 (62) 
ip(f)! > 0 for —/2<E<n/2 (6.3) 





下 面 将 搞 述 一 个 由 Daubechies 推导 出 的 多 项 式 ， 它 满足 16.1) ~ (63) x. 
由 习题 5.22 知 ， 与 Haar 尺度 函数 相关 的 多 项 式 为 ， 


po 人 = Ple <) = = € /2 cos(€/2) 


如 示 的 2 满足 ( 6.1)~ (6.3 ) 式 。 然 而 Haar 尺度 函数 是 不 连续 的 。 产 后 连续 尺度 函数 
的 一 个 方法 是 进行 卷 积 。 实 际 上 ,Haar 尺度 孜 数 同 其 自身 做 卷 积 ， 可 看 做 等 价 于 下 列 


1+e% 
2 


#6 Daubechies 小 波 ott 


连续 线性 样 条 (第 2 A BS), 
1—|z—1l 0 所 了 所 2 
0 其 他 

WE 6i 因为 卷 积 的 博 里 时 变换 等 于 傅 里 叶 变换 的 乘积 APH. ede ed Con 
个 ) 的 傅 里 叶 变 换 为 (2r)"/2( 由 "考虑 到 (5.29 ) 式 是 尺度 函数 的 傅 里 叶 变 换 ， 首 先 
EIE pE) = pole) = e™/?(cos €/2)" ( nn 为 蘑 个 适当 的 整数 )， 作 为 产生 连续 尺度 
函数 的 一 个 多 项 式 . 然而 此 时 性 质 (6.2) 不 再 满足 ( 除非 = 1， 即 Haar 小 波 时 的 
情况 )， 所 以 该 试验 失败 。 


血 * Holz) = | 














| 
“15 -| -05 0 0.5 ] L5 2 25 3 3.5 
6.1 dox do 


PSA AE py HE RE, BEATE BFK 008" (€/2) + sin?(E/2) = 1 两 
MMR UA, n= 3, 有: 
1 = (cos?(€/2) + sin?(€/2))° (64) 
或 者 
1 = cas®(€/2) + 3.cos*(€/2) sin?(/2) + 3 cos’ (¢/2) sin*(€/2) + sin®(€/2) 
应 用 等 式 costw) = sin(u + 7/2) 和 sin(w) = — cos(u 十 7/2) 于 上 式 右 边 的 最 后 两 项 . 
有 ; 


1 = cos®(€/2) + 3 cos*(€/2) sin?(€/2) + 3 sin?((€ + x)/2) cost({E + n) /2) 
+ cos®((€ +7)/2) 


212 小 波 与 傅 里 叶 分 析 基 础 


者 我 们 取 
Ip(é)|? = cos?(£/2) + 3 cost (£/2) sin? (€/2) 
则 前 述 等 式 变 为 ， 
1= PE + pE + oF 
性 质 ( 6.2 ) 满 足 。 AAH El < 7/2 时 , 有 cos(E12) >11v2, 所 以 性 质 (6.3) 亦 满足. 
注意 到 |p(0)| = 1, 所 以 剩 下 的 问题 是 确定 p 本 身 ( 以 前 只 定义 了 |p| ); 首先 , BS |p| 
的 定义 ; 
(6 = cos*(é/2) (cos?(€/2) + 3sin*(6/2)) 
= cos*(£/2)| cos(é/2) + V3i sin(£/2)|? 
上 武 两边 开 方 ， 选 择 
le) = cos?(€/2) (cos(é/2) + V3isin(€/2) ) a6) 
这 里 的 of) 是 一 个 复 值 表达 式 旦 lal] = 1 (HAW): 
为 确定 多 项 式 P |E pE) = P(e) ]， 应 用 便 等 式 : 
cos(£/2) = iret? sin(£/2) = ee 
2 ， 2i 
从 而 有 : 
ple) = les +2 +e) (68/2 + eI? + VBR — Vie- /2) ale) 


选择 o(€) = e 4/ ERRA ERRE, ATIEAIROUE. #: 


Ps) = (5) +e“ (=) +e” (4 4 +e ( +4) 


下 面 的 多 项 式 即 满足 方程 pE) = Plet), 


Pie) = (55) |， 人 2) 4 f 4) 24 ( 4) k 
因为 满足 {6.1) 至 (6.3)， 所 以 已 满足 定理 5.23 的 假设 。 
因为 Pz) = (1/2), p,2*, ATER BIA 


1+ 3 34+¥3 3-3 1-v3 
和 














ja = 一 一 一 (6.5) 


的 建立 下 是 应 用 了 定理 5.23 中 所 述 的 选 代 过 程 。 第 5 章 图 $.19 至 图 $.21 描述 了 前 
四 次 过 代 过 程 的 情况 。 下 面 的 图 6.2 ERT EREE ok OEO 图 形 。 
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-l oni 0 0.5 I 1.5 2 24 3 
FX 6.2 Daubechies ht eae 


与 Daubechies 尺度 函数 有关 的 小 波 函 数 YR RYE? 如 定理 $.10 ATR, 
一 旦 确定 了 系数 Ps ， 并 构建 了 ,那么 相应 的 小 波 由 下 式 给 出 : 


(a) = $X (一 1)*pl-kg(2z — k) 


kez 


图 6.3 显示 了 相应 的 小 波 函 数 的 ! 近似 ) 图 形 。 

















一 一 一 
L5H ] 
1t | 
es} | 
ol | 
05+- 4 
al | 
ii a a 


图 63 Daubechies 小 波 函数 


与 Haar 尺度 和 小 波 函 数 不 同 , Daubechies 尺度 和 小 波 琐 数 是 连续 的 , 但 却 不 可 微 。 
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6.2 分 类 、 和 矩 和 平滑 性 


BE SEE AUS ee BOAR PRY, 可 以 通过 对 ( 6.4 ) 式 肥 n = 3 A EK 
获得 . HER PRGA RRR. Mn = 2N 1. 实际 上 ，Paubechies 发 现 ， 对 任 
BEN, 有 2 个 非 零 的 实 的 信 度 系数 po，…,paw-1， 可 以 构成 支撑 攻 问 为 0 < t < 
2 一 1 的 尺度 函数 和 小 波 普 数 - 适当 选择 这 些 系数 , 以便 2N -1 次 多 项 式 Pv(z :一 
LSO pez 有 如 下 分 解 ， 

Py(2} = (2 +1)" Pyle) (6.6) 


这 里 Py 的 阶 数 为 -1. B Px{ 一 1) 关 0。 这 就 保证 了 相应 的 小 波 将 有 准确 的 N 阶 
‘SARA. ARTHAS MRE SHE 
除了 Pw 中 的 系数 可 以 反 转 外 ( 反 转 的 含义 见习 题 1 )， 这 些 系数 是 惟一 的 .我 们 
已 经 研究 了 NN = 1 (Haar) ALN = 2 ( Daubechies ) 时 的 两 种 情况 ， 相 应 的 多 项 式 分 
IA Pil) = 21 + 2)! 和 BB(z) = (4 + mf) (+2)? 根据 (6.6 ) 式 的 因 式 
分 解 , 有 五 (z) = 4, Ples Live + 
由 Pw 产生 的 尺度 函数 pw 和 小 波 WN 均 有 以 无 限 乘 积 形式 给 出 的 德里 叶 变 换 , 


因为 Py 的 系数 是 实 的 ，Pw (2) = Pw(-2), Ads (5.29) 和 式 (5.30 ) 有 : 





a la ie jal 
dn(€) = = |] Prie) 
yall (6.7) 
Pr lE) = ~e 8! Py (28/2) bys (E/2) (6.8) 


注意 ， 央 为 Pw(-1) = 0, 所 以 Ww(0) =0, BN >1, RAP CDO, 所 以 我 们 
ih vy (0} = 0。，- - 般 地 ， 由 习题 2 有 : 


i) = 0, k=0,--,N-1 
x —Ni—1/2)% Py(-1)/VOr £0, k=N (69) 
RIER T FE, 
系 6,1 对 于 Daubechies ME UN, A: 
三 zxau- 0, k=0 e, N-1 
mo (NNYVI) By), k=N (6.10) 


证 明 系 由 (6.9) 式 和 传 里 叶 变 换 的 性 质 ( 定理 2.6 的 性 质 2 ) 得 到 : 
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FERON = FLEE) 














Aes foyn, n=k, AAA=0 即 可 。 


形 如 fo, r olr) az 形式 的 积分 称 为 分 布 p 的 矩 : 矩 依赖 于 该 积分 的 存在 〈 积分 
EF ) 而 存在 。 人 KREE, RA ya AN MER OA). 简 
Bz, tw N MHR- 

Daubechies 小 波 根据 其 具有 的 消失 矩 来 分 类 - 尺度 驮 数 和 小 波 函 数 的 光滑 性 随 消 
IM. N = 1 时 即 Haar DR, ARR EE. N = 2 时 的 
Daubechies JG RAVINE BBCI, (LER N = 3 时 ， 
JNU ORAL BE pa ESE OT ak, NRR, on bv BET SHAKE - 
所 以 ， 为 了 10 次 连续 可 性， 需要 取 六 ~ 50, FRY, FH T Daubechies 小 波 的 近似 
尺度 系数 ( NN 为 1 24), BR, RP N = 2 时 给 出 的 尺度 系数 是 ( 6.5) 式 中 给 出 
的 系数 的 近似 。 











尺度 系数 HA AE 

Pk N=1 N=? N=3 N=4 

po i 0.683013 0.470467 0.325803 
Pi i 1.183013 1.141117 1.010946 
P 0 0.316987 0.650365 0.892200 
D3 0  -0.183013 0.190934 -0.039575 
Pa 0 0 —0,120832 —0.264507 
ps 0 0 0.049817 0.043615 
pe 0 0 0 0.023252 
pr 0 0 0 -0.014987 





WABAMAAR? WAS. 它 是 许多 小 波 应 用 一 一 例如 压缩 . 去 噪 .奇异 性 检测 
等 的 一 个 关键 参数 。 

为 了 更 好 地 理解 这 一 点 , 下 面 仔细 地 考察 六 — 2 时 的 情况 : op 6.101, N = 2 
Rt, SRB (k= 0,1). k= 28E - (2-1/VY237) Pa(-1), himine 
WA, Pj(-1) = 48 -A = v8, BR, ASME an 有 : 


aa -142 
[Ahaa aV ix (6.11) 


FE A eT (LOC RVR AR. 可 以 发 现 , 当 j 变 大 时 ,这 些 系数 是 很 
小 的 。 若 了 是 光滑 且 二 次 连续 可 微 的 ， WARA k BRR 








O 根据 需要 ， 可 以 有 无 限 精度 ， 表 中 只 是 近似 到 了 小 数 点 后 5 位 一 译 者 注 。 
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i= | f(x) PP yy (Qix — k) dz 


327 
= j f(r + 29k) D hr) dr 
0 


车 j 足够 大 , 则 积分 区 间 变 小 , 把 f(z + 27k) 用 其 在 z 处 的 二 阶 taylor RET KIA. 
BU f(x + 279k) æ FOR) + af" (2k) + ga f (2k), FE, AE A 
MAK: 


3.279 
ix | (PED + ep CN + de iade (6.12) 
0 
ALR ARS R tee VB STR. aE A TC 为 零 ), 第 3 阶 
矩 如 (6.111 式 所 示 ， 可 以 计算 出 其 积分 来 ( 见习 题 3 ;。 最终 的 结果 是 ，j, 卡 阶 小 波 
系数 近似 为 ; 
; 1 [3 gp es 
he dy Savoy (6.13) 


奇异 性 检测 。 作 为 ( 6.13 ) 式 的 一 个 应 用 ， 可 在 分 段 光滑 的 函数 中 找到 一 个 其 导 
数 的 间断 点 。 该 应 用 称 为 奇异 性 检测 ， 该 处 理 过 程 可 与 其 他 步 又 结 合 起 米 ， 用 十 检 


测 材 料 中 的 裂纹 。 
奇异 性 检测 
| 
原 信 号 BA 














7528 
JERE 
| 
一 | 站 l EA 2 3 4 


Bos 原 信号 在 区 间 |-1 引 上 是 分 段 线性 的 ， 在 z = 2.8 处 有 
一 个 间断 点 - FAN = 2 的 小 波 对 其 进行 了 一 级 分 解 ， 
其 小 法 系数 中 除 z = 2,8 噬 近 的 小 区 间 外 ， 其 余 均 为 0 


作为 一 个 例子 ,下面 要 研究 图 6.4 所 示 的 分 段 线性 函数 的 射 率 在 哪里 发 生 了 改 
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T. 注意 ， 芳 信和 号 了 是 常量 . 线性 的 或 二 次 的 (因为 对 本 例 了 的 二 阶 Taylor EFE f 
本 身 )， 则 (6.13 ) 式 是 完全 精确 的 . 因为 1” =0， 这 里 了 是 线性 的 , (6.13 ) 式 意味 
着 只 有 和 斜率 改变 点 附件 的 小 区 域 ， 其 相应 的 小 波 系 数 才 是 非 零 的 . 原 信 号 表示 为 ; 
0.377 41.37, -le2<2.8 
82 —2.03, 28 s2g4 


对 其 进行 256 点 的 等 间隔 取样 ， 然 后 用 六 = 2 的 Daubechies 小 波 分 解 . 由 j =8 级 
开始 检测 ,下 一 级 是 7 =7， 有 显著 不 同 的 小 波 系数 是 名 二 一 0.01， 其 余 的 小 波 系数 
HEIRS. Tk = OATH ITE RIAL (2.79, 2.83)", TE, SEAR 
位 于 这 个 区 间 . 


6.3 计算 问题 


考虑 如 干 问题. HN = 2 的 Daubechies 小 波 分 解 -一 个 有 个 取样 值 ( 即 so,…， 
sn-1 ) 的 信号 , 这 些 样 值 首先 被 当 人 向 顶级 的 近似 系数 oy, 然后 让 其 通过 与 Daubechies 
小 波 相关 的 高 通 和 低 通 臣 波 器 。 这 些 姜 波 器 分 草 称 为 妞 和 工 ， 相 应 的 冲击 响应 函数 
序列 分 别 为 A 和 4，; 


1 1 
£=-{(--0 ps Pe PL m D D) fk = SP -k 
Wan, ttm 


大 一 一 3…0 





1 
h= zE 0 0 0 -p pi —po P=) he = $ Imn 
k=—1...2 
SHAH AS OEE, RAT RE. MAM FE a (不 仅 是 本 例 中 的 仅 有 8 个 
样 值 的 信号 ) A: 


一 1 j 1 j j ] 

ap = D(f 0 )s = 3 (Prat, + P1834 41 + P22 + Potty) (6.14) 
一 工 1 j j 7 1 

by = Dlh* ah = 3 (roc, — B20 3041 + Prhka 一 Pott, (6.15) 


为 计算 ;一 级 的 各 个 系数 ,需要 4 个 相 邻 的 样 信 ， 开 且 要 从 偶数 位 置 开始 ， 例 如 ， 若 
n= 8 即 有 8 个 样 值 点 0,…, sz， 那么 为 计算 虽 系 数 ， 需 要 s4 至 sr。 为 计算 虽 ， 需 要 
s6 至 s9。 但 实际 上 并 没有 so! 出 此 不 难 理解 ， 在 此 滤波 过 程 中 会 很 快 用 尽 伴 值 点 。 
更 陈 烦 的 是 ， 该 计算 过 程 仅 在 上 = 0, 1, 2 时 全 进行 。 这 意 际 着 ， 对 有 8 个 样 信 点 的 


D 实际 上 精确 值 为 [2.789 062 5, 2.828 125] 一 一 译 者 注 。 
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MOE, LASS 3 个 分 解 系数 ， 而 不 是 原先 期 望 的 4 个 该 现象 称 为 溢出 问题 . 
滤波 器 互 和 研 需 要 一 些 原本 不 存在 的 样 值 点 才能 继续 工作 . 

下 面 研究 如 何 解 决 溢出 问题 。 洪 出 的 根本 原因 是 由 于 不 知道 信号 前 后 的 准确 值 ， 
所 以 必须 以 某 种 方式 对 原 信号 进行 扩展 、， 下 面 基 一 些 常用 的 方法 。 丰 介绍 这 些 方法 
时 所 用 的 图 中 ， 实 小 圆 图 表示 原 信号 ， 完 心 圆圈 表示 信号 的 扩展 GEH 》 


零 延 拓 ， 在原 信号 前 后 两 端 补 零 ， 若 原 信号 非常 长 ， 信 号 的 端 只 则 万 关 紧 要 
或 者 原 信号 确实 是 有 始 有 终 的 。 具 依 做 法 是 世上 < 0 或 E>n 一 1. Bs =0 











O oO oO o oO 3 0 0 





ARLA. KOM AKERS AREAS. MAS Skin = Se 例如 ， 
对 有 8 个 样 值 点 的 信号 50.……57、 令 538 = 50, 59=8, WEER. 


平滑 延 拓 。 在 原 信号 两 端 用 线性 外 搬 法 补充 样 值 ， 进 行 扩展 。 若 原 信 号 信 噶 比 
较 高 ， 或 者 至 少 在 端点 处 如 此 ， 则 该 延 拓 方法 是 适宜 的 。 


WE. 原 信号 在 端点 处 进行 镜像 反射 延 拓 。 依 据 反射 线 设 定 的 不 同 有 两 种 
方法 一 是 反射 线 穿 过 端点 ， 二 是 反射 线 在 两 个 点 的 中 间 . 第 一 种 方法 如 下 图 中 左 
端点 的 延 拓 方 法 所 不， 第 二 种 方法 如 右 端 点 的 延 拓 方法 所 不 。 














6.4 二 进 点 上 的 尺度 函数 


虽然 在 分 解 和 重 构 算法 中 尺度 两 数 9p 并 没有 直接 进入 到 算法 中 ,但 为 了 确定 的 
一 些 性 质 ( 像 连 续 性 等 )， 计 算出 的 近似 值 还 是 有 价值 的 。 计 算 乡 的 选 代 方法 在 定 
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25.23 中 已 经 给 出 . 但 从 有 具体 计算 的 角度 看 ,该 方法 还 是 有 些 繁 瑞 .、 计 算 太 度 困 数 和 
的 一 个 更 有 效 的 方法 是 . 在 各 个 一 进 点 z = 1 2 上 【这 里 的 ! 和 吕 为 整数 ) AHR 
恒等式 计 算 儿 的 值 -下面 通 过 个 其 体 的 计算 过 程 来 说 明之 : 为 简单 起 见 ,考察 NN = 2 
的 Daubechies 小波， 如 本 章 第 6 季 所 示 , 它 只 有 4 个 非 堆 的 Pp 系数 ,所 以 计算 过 程 将 
很 简单 . 


第 1 步 ， HRPM LITA. 

Ag = olh, lez- N= = 2 的 Daubechies KÈ AREKE O < z < 3 上 非 零 ， 
Fiko = p0) =0= 0(3) = 65 R 62). 因为 flo: BOARRA RAAR 
MARE. ATEAN A =1, BREL: gr= 1, RARE: 

i +ga- 1 (6.16 } 


TEMARI oz) = Pamele- k), Wa = 1, ARER: 























i = p002—¥) = popa + Pi (因为 G0 = ga = 0) 
pan) 


c= 2 时 ， 八 度 恒等式 变 成 ; 


三 Y mold = k) = péz + ps1 
kEZ 


以 上 两 个 等 式 可 写成 一 个 知 阵 形式 ， 


(@)-(2 m) (2) 
pa P P 内 
这 里 的 Pp 值 是 已 知 的 [ 邵 (6.5 ) 式 ]， 要 求 小 未 知 的 氏 和 we 为 保证 该 矩阵 等 式 有 莫 


等 解 ， 垂 阵 必 须要 有 一 个 等 于 ! 的 特征 值 : ( 1, 62 ) 即 是 相应 的 特征 矢量 ， 重 有 
91 十 @2 = 1 为 得 到 该 特征 矢量 ， 重 汝 该 矩阵 等 式 为 : 


(Pa a) (a) (0 
Pa Paw do 0 
BE - 行 与 第 二 行 成 比例 关系 ， 如 该 矩阵 等 式 的 非 零 解 存在 。 由 定理 59， 
DP = Pes =L lik, B-AR BAA. 相应 上 第 一 行 的 等 式 是 : 


(p — 1)@1 + pode = 0 
再 次 写 出 归 化 等 式 (6.16): 


PB1+po=1 
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VAER, AHON = 2 的 Daubechies 尺度 函数 ) 的 解 为 ， 


ity 1- v3 


gy 一 = 1.366 pa = 5 a 一 小 366 


上 他 和 直上 的 信和 Si, ARR EMO, Mo = 0), le Z 已 完 
全 确定 下 来 。 


第 2 步 。 在 半 整 数 点 上 的 四 值 。 
为 计算 gp(l/2)， 应 用 尺度 恒等式 








z) = 》 pole — k) (6.17) 
keZ 
在 z = 1/2 处 有 
o(t/2) -Y poll- k). (6.18) 
k=0 


AAE 及 的 值 在 第 1# PER, AA U2) ERE HK AA < 0 
z > 3htdlc) = 0, 所 以 仅 需要 计算 1 = 1, 2, 3, 4, 5 外 的 /0 值 , 4 = 2 或 4 时 ， 
计算 的 是 整数 点 上 的 值 ， 其 峰值 已 在 第 1 步 中 得 到 了 。 这 样 就 仅 需要 计算 | = 1. 3, 5 
Sago /2A. 1=1, 3, 5 时 (6.18 ) RH: 


(1/2) = poor = Civa ~0.933 (f=1) 


$(3/2) = pp: +p =0 (1=3) 


_ 2 
95/2) = papz = CHa = 0.067 (l= 5) 


RED = 1( 由 第 1 步 RS, olU/2) = 2 下 面 证 明之 .其 实 ,由 (6.17) 
式 得 到 - 











3 #1/2) = Tmo k) = Sm Fol 


lez IEZ k=0 k=0 leZ 
道 过 改变 求 和 指标 ,上 式 中 里 面 的 和 式 为 2 Ok) = 160). BARET 1B 
1 步 ) 由 定理 59，204 px = 2， 央 此 ， 


Do(1/2) =2 


lez 


证 毕 。 
BI. ie. 
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在 44 整数 点 的 值 ,可 出 9 在 半 整 数 点 的 值 , 在 尺度 恒等式 &fz) 三 proz- 
hypo = 1f4 时 得 到 一 般 地 , 一 量 得 到 了 在 z = 1f2* “时 的 值 , 其 在 z = 1/2" 
的 值 可 由 尺度 恒等式 (6.17 ) 得 到 : 


一 2n— lg 
df/2n)= peoll/2" 1 ~ k )= De ( a } 


kez kez 





石 边 是 在 上 一 步 中 己 得 到 的 在 = 1/2" 时 的 值 : 
下 面 将 证 明 


2, 01/2") = 2" (6.19) 


前 面 已 知 上 式 对 n = 0 {第 1 步 ) 和 n = 1 (24) Bee. 用 归纳 法 证 明 ， 设 上 式 在 
n— 1 时 成 立 ， 下 面 证 明 上 上 式 在 nn 时 亦 成 立 。 我们 有 : 
of2") = SOV pel" -k 由 (6.17) 式 
lez IEZ kEZ 
=X mJ V-k) (变换 求 和 | 顺序 ) 


keZ lez 


-Zabe ) 


REZ eZ 


=) pm Yol) (AP ai-2 kh) 


kZ FEŻ 


由 归纳 很 设 ， 里 而 的 和 起 为 2n-1[ (6.19) at, An- nl AEB: 


X olyn) = 》 2"? 
lez keZ 
FAD, Pe = 2 (ETE 5.9), BELA tA 2", IEE. 
随 着 :的 增加 ,二 进 点 集 {1/2"，! E 2} 变 得 越 来 越 密集 . 因为 任何 实数 都 是 某 个 
一 进 点 的 极限 , 而 县 由 于 Daubechies 尺度 消 数 是 连续 的 , 所 以 在 任何 点 z 上 的 值 均 
可 遂 过 求 多 在 二 进 点 上 的 极限 值 来 获得 . 
以 这 种 方式 构造 的 尺度 陆 数 6 满足 妇 一 化 条 件 / 4 = 1. AEP i» Wf Ode 当 
itn 一 co 时 的 Riemann (RE) 和 的 极限 , 该 和 是 按照 {zi = 1/2"; 1 = ---,-1,0,1,2, 
的 划分 进行 的 该 划分 的 宽度 为 Ar = 1/2". TRA: 


f * gle) de = lim $ | (a1) Ae = tim $7402") (1/2") 
120 IEZ lEZ 
因为 2.5 o/20) = 加 ， 所 以 右边 等 于 1， 证 毕 。 
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6.5 习题 


1. 


tA 和 


oo 


WEBI O(c) := pal -eR EN = 2 时 的 Danbechies 尺 度 关系 ,但 其 系数 反 转 后 不 满 
是 尺度 关系 ， 即 : 


GT) = pab(2z) + pag(2r ~ 1) + pid(2e 一 四 +Poe(2z 一 引 


v(x) := 如 (3 -xz) 相 应 的 恒等式 是 什么 ” 晰 出 $ MORE. 





| TERA ( 6.9 式 成 立 . 
， 应 用 品 的 前 二 阶 算计 算 6.12 ) 式 的 积分 , 然后 求 出 6.13 } 式 中 给 出 的 贡 的 近似 值 . 
， 应 用 NN = 2 的 paupechies 小 波 重 做 第 4 章 的 习题 9 和 习题 10 

. 用 信和 好 


g(é) = —52¢* + 1004? — 492? + 2+ N(100(¢ ~ 1/3)) + N(200{E -- 2/3) 
这 里 


N(t) = te” 
重 做 习题 4. 把 本 题 应 用 Daubechies 小 波 的 结果 与 第 3 章 刁 题 9 的 结果 进行 比较 ， 
， 令 了 (四 由 下 式 定义 ， 





0 ¢<0,t>1 
和 = eter 
对 了 在 二 进 点 天 x 2-8, k — 一 256,…,512 上 取样 :7 = 了 表示 预 级 时 情况 ( 却 
PIRES): MHN = 2 的 Daubechies MEy, 实现 一 个 一 级 的 分 解 。 古 出 7 组 
时 小 波 系 数 的 幅度 图 。 哪 个 小 波 系 数 最 大 ? 与 该 小 波 系 数 相应 的 上 是 多 少 ?请 解 
E- -F 


， 令 9 由 下 式 定义 : 


四 = 0 tû t>] 
m= Jen- O<t<] 


HIET k x278, k = 一 256,… ,512 上 取样 (7 = 7 表示 顶级 ). 应 用 N =? 
时 的 Daubechies 小 波 区 ， 实 现 一 个 一 绥 的 分 解 。 画 出 6 级 时 小 波 系数 的 幅度 图 ， 
哪个 小 波 系 数 最 大 ?用 入 = 3 时 的 Daubechies WE V2 重 做 以 上 问题 。 与 该 小 波 系 
数 相应 的 t 是 多 少 ” 请 解释 一 下 ， 为 什么 最 大 的 小 波 系数 值 会 出 现在 那里 . 

( 多 项 式 压缩 。 } 信 号 常常 是 和 用 一 个 趋势 部 分 ( 由 一 个 线性 的 或 者 二 次 的 多 项 式 表 
不 ) 加 上 一 个 有 界 的 快速 振 落 的 部 分 构成 的 ， 例 如 f(t#) = 2 十 下 二 在 + 南 














-OO RR Lr Sms Sue a y o 
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sinf64rh cos(brt)., HM f 4E[-1, 1 上 进行 了 1024 个 点 的 米 样 , 请 给 出 一 种 利用 
Daubechies 小 波 分 析 方 法 ， 能 够 区 分 开 以 上 两 部 分 信和 号 的 策略 。 用 MATLAB 实 
现 之 { 提示 : 准确 表示 二 次 贰 的 最 小 的 对 信 和 是 多 少 ? 平滑 延 拓 是 本 题 的 最 佳 选择 )。 
(ER, ) 小 波 分 析 可 用 于 去 除 信号 中 的 曲 声 , > f(t) = sin(87t) cos(3rt) + n(t), 
这 里 的 ?从 是 噪声 。 在 仿真 实验 中 ，nrf 雪 通常 是 由 一 随机 数 发 生 器 产生 的 ， 例 如 
MATLAB 中 的 rand, Xf f #£[-2, 3 上 进行 1500 个 点 的 采样 , MN = 2, 3, 6 的 
Daubechies 小 波 分 别 分 析 之 实验 不 同 的 分 解 级 别 ， 娜 一 个 小 波 最 适合 本 题 ? 


7 其 他 小 波 主题 


本 前 包 含有 关 小 波 的 更 深入 一些 的 专题 。 由 十 这 些 专 题 较 深入 ， 限 十 篇 幅 ， 此 
处 仅 能 做 泛泛 介绍 ， 细 节 请 见 有 关 参 考 文 献 


7.1 计算 复杂 度 
7.1.1 小 波 算法 


在 本 节 中 ， 我 们 简要 讨论 进行 小 波 分 解 时 需要 的 运算 次 数 ( 小 波 分 解 算法 的 计 
AERE) 
下 面 以 一 个 具体 的 例子 来 讨论 ， 汕 站 是 定义 于 单位 区 间 0 < t+ < LAER. 
4 
a = f(/2") b=0,---.2"-1 
te f— SRE RAREN = 2* 时 乘法 的 次 数 ， 
如 式 ( 5.12 ALA 5.17 ) 所 示 , 分 解 算法 通过 下 式 来 计算 中 1 和 B51,j =m L: 


一 1 — j 
ay” = (1/2) X Pe-o 
k 


= (1/2) i- 1)" peza 
k 


FERRA ARERIA MRNA. 所 以 式 中 指标 1 是 从 0 AYT - 1, 
令 工 为 下 中 非 零 值 的 数 日 ， 对 于 Haar NE, = 3， 对 由 前 章 中 构造 的 Daubechies 
小 波 ,上 = 4。 这 样 ， Ej- \MAUOV RRB, EPA SAL- +1 
次 乘法 (HR 12). FREER. 办 为 了 的 范围 是 从 m 至 1， 对 
分 解 所 需 的 全 部 乘法 计算 量 是 ， 

n—l 

AL+ 21 AL +1) =AL+1) 5° 2 
q=0 
=2(h+1)(2"—1) 使 用 式 (1.23) 

= 2(L+1)N 
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言 之 , 小波 分 解 算法 的 计算 量 是 如 (JW 次 乘法 运算 ， 六 是 指 最 顶级 的 数据 个 数 , 这 
里 的 O(N 代表 一 个 与 成 正比 的 数字 。 对 上 式 来 说 就 是 2( 工 十 1 Haar 小 波 时 为 6， 
Daubechies 小 波 时 为 10 }。 

做 个 比较 ,快速 情 里 叶 变 换 的 莱 法 运算 次 数 是 O(N log N), 33.1.3 节 。、 然 而， 
此 比较 有 失 公 平 ,因为 快速 依 里 叶 变 换 把 一 个 信号 分 解 到 0 至 N/2 区 间 内 的 所 有 频率 
PE, 而 小 波 分 解 算法 只 是 把 一 个 信号 分 解 到 以 2 的 ?次 医 界 定 的 区 间 内 的 各 频率 分 
量 。 例如 ， 


wiil) = DB WET 


是 基于 定理 5.1] 对 了 的 分 解 得 到 的 ,这 可 看 做 在 E S 区 间 内 了 的 各 个 频率 分 量 。 
因此 ， 小 波 分 解 不 像 离散 傅 里 叶 变 换 那 样 ， 一 次 就 把 信号 分 解 到 非常 宽广 的 频率 范 
FAY. 


7.1.2 小 波 包 


利用 小 波 包 可 把 信号 分 解 成 精细 的 频率 分 量 。 这 里 只 是 简单 地 叙述 该 技术 ,其 
运算 量 为 O(N log N)， 因 此 其 计算 就 率 不 会 高 于 离散 人 笨 里 叶 变 换 。 对 小 波 包 更 完整 
的 讨论 可 见 参考 文 氧 [13] 的 第 7 章 。 

下 面 以 总 = 3 时 ， 举 鲍 说 明 . 由 定理 $5.11， 信 号 态 € Van SHER. 


fs = wa tur, + w + f E W e Wi o Wo a 
可 把 该 分 解 写 成 一 个 级 联 的 形式 ; 


ts —. h —. fi — fo 
MENGN 
wz wI Wo 
标示 五 的 箭头 表示 小 波 分 量 上 的 投影 算 子 - 标示 了 的 箭头 代表 至 下 一 级 的 投影 ( 例如 ， 
V2 BV ROE ), 五 表示 “高 通 滤 波 器 "， 因 为 某 级 小 波 就 代表 了 其 相应 的 高 频 部 
ay (BR, Ve = Wi e 肌 中 的 部 分 表示 了 相对 全 部 分 的 高 频 成 分 ), 类 似 地 , 工 代 
表 “ 低 通 滤波 器 "， 因 为 它 把 信号 投影 至 下 一 级 。 
信和 号 如 包含 1 至 8 的 频率 分 量 。wa 包含 5 至 8 的 频率 分 量 。 A, w, wH 
思 分 别 包含 3 至 4. 2 和 1 的 频率 分 量 。 小 波 包 的 基本 原理 是 对 ws 、wi 和 two 都 实施 
高 通 和 低 通 滤波 。 对 w2 实施 高 通 和 低 通 滤波 分 别 产 生 了 新 的 分 量 w2; 和 wzo, EM 
此 正 交 .该 过 程 一 直 迄 代 下 去 直 芭 获得 所 有 频率 分 量 。 
对 信和 号 及 ， 它 的 完全 分 解 如 下 图 所 示 。 
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AN, 


YN YN 
Ye WX 


walg wag Wop Uy 








为 了 计算 运算 量 ， 把 上 图 想像 成 可 以 分 解 到 ”级 (图 寺 所 示 是 n= 3), 第 k 级 每 
个 单元 的 运算 量 是 O(2N-*) 。 因 为 第 F 级 有 色 个 单元 ， 该 级 总 共 运 算 量 是 Of2") ( 与 
无 关 ), 因为 有 人 级 ( 不 包含 第 1 级 ,因为 它 只 是 原 信号 ), 所 以 总 的 运算 量 是 O(n2") 
MN log, N, REN = 2*。 这 与 快速 傅 里 叶 变 换 的 运算 量 相同 . 


7.2 高 维 小 波 


用 小 波 进行 图 像 处 理 时 ， 需 要 把 小 波 扩 谋 到 多 维 ( 对 静态 图 像 需要 两 维 )， 高 维 
小 波 是 通过 一 维 小 波 的 张 量 积 获得 的 。 下 面 以 二 维 时 的 情况 为 例 ， 简 单 解释 一 下 这 
MES. bine Wa PH. 

BPAY ABIES RAT { 例如 ， 对 Haar 小 波 和 Daubechies 小 波 时 ) 的 尺度 
PAVE AR, RAL A, aR 


pala) = WGN) ppl) = Vyle 
分 别 为 空间 万 和 六; 的 标准 正 交 基 , EL, VARKER., WARMERS. I 
J. Ve Meee 
PFE y) = Burp) 和 = rr (7.1) 

指标 7 和 站 在 0 至 %n (最 顶级 ) 之 间 。 指标 ! 和 相应 于 平移 部 分 ， 取决 于 感 兴趣 的 区 
域 。 例如 ， 如 果 信 号 定义 于 单位 正方 形 {(2, 胃 ; O< zy 所 1} 那 和 0<1<2-1 
MOSIA 一 |. 经 过 简单 的 演算 可 知 , 对 每 个 指标 对 了 和 ?函数 集 {8j yN 
LE e Zh Aihe LU © Z} APRESS lal Vj @ Vp IW; Wy C ERY) 89 
EZE. 这 里 入 多 VW: 称 为 与 VW; 的 张 量 积 ,而 且 是 由 f(zjgly) PEWS, BE 
fe V; gEV. 

ees € DRTE ES z 间 离散 化 。 例 如 ， 信 号 的 定义 域 是 单位 正方 形 
{@yeR 0<¢e,y S1), 那么 可 进行 如 下 的 离散 化 ; 














TT mr 
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fanla y) > Date o(2"2 一 天 -k where app = S(k/2° k /2”) 


分 解 与 重 构 算法 通过 每 个 分 离 的 变量 接合 到 一 起 。 虽 然 完整 的 算法 元 长 乏 际 ， 
但 其 基本 轧 路 还 是 容易 说 明 的 。 式 (5.10 ) 把 函数 和 2" 一 及 分 解 为 (2"-!1z — 1) 
Ple 一 六 的 线性 组 合 ， 把 则 2"8 一 所 ) Shi O°" ly = DMa ~ 站 的 线性 
组 合 ， 信 和 号 入 "成 为 ; 


fnn = Wn—ln—l + fabn_1n_1 十 fhan_1n-l 十 aa ln-1 


这 里 
Wn-l.n-l p27 lz — Dyp YY 1 一 站 的 线性 组 合 
apm 9212 一 Dy(2" 门 的 线性 组 全 
io ay plata -bblon-iy 一 中 的 线性 组 合 
faan-1n-1 Ate -Dey -O RREA S 
项 fab、fba 和 fag 可 进一步 分 解 , AANE yir- i) mee (a — OR. 合并 同类 项 后 
n-l 
fam = y Wik 
jk=~1 


aE wa E WOW, 0 <j k Snel, wy, -1 E€ W8 Vo, wij EV@W, | 


信号 分 解 完 后 ， 可 以 像 一 维 时 的 情形 进行 滤波 和 压缩 : 重 构 是 通过 结合 各 变量 
的 重 构 算 法 实现 的 下 式 


= 》 polr — k) 
k 


v(x) = X1 pz —k) 
F 
和 对 应 3 变量 的 相应 公式 , ALE O(22 ~ koly- k) E Vi @ V RRR Y-,-1 o0, 
在 上 式 中 用 时 z 肥 代 z> (RyRy ), RRA V S Wr+i 中 的 元 素 表 示 W; S Wy 
中 的 元 素 。 该 过 程 可 一 直 持续 下 去 ， 直 到 把 信和 号 表示 成 如 下 形式 


人 X app o(2 "x — k)o(2"y — k’) 
k,k' 
为 适应 滤波 和 不 缩 的 需要 ， 在 这 里 已 对 中 进行 了 修正 ， 它 代表 信号 在 x = kj27， 
y =k OS kk <2 一 1 处 经 过 滤波 和 压缩 后 的 值 。 
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7.3 相应 的 分 解 和 重 构 


本 节 分 析 分 解 和 重 构 算 法 ， 我 们 将 看 到 后 者 包括 前 者 的 召 伴随 算 子 .如 前 所 述 ， 
终 和 全 分 别 是 相应 于 某 个 多 分 辩 率 分 析 的 尺度 和 小 波 勇 数 。 用 正 交 其 内 kf(zi = 
Dp — k) © Vj Mele) = W p(s- k) E Wj 重 新 写 出 分 解 和 重 构 算法 。 
分 解 算法 (5.9) 如 下 : 


定理 7.1 (分 和解) BAS — oP bile) AE 
Í = Way t+ Wn- Heet wot fo 


wile) = DB yle) 
I 
其 中 ， 
加 1 ， 
aj) = Jimaa 
P 1 - - 
b= Fo pea al 
出 卷 积 和 下 取样 算 子 D， 有 : 


= DPs) 其 中 P= 一 5_， 


-=D(Q*o) 其 中 Qi =—(-1) pak 
重 构 算 法 (5.11) 如 下 。 
定理 7.2 ( 重 构 ) 设 


方 -atz) = ` af Gy rt) wila) = So yy ala) 
i 


t 


A> 


F(a) = fiale) + wilr) = 2 
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那么 系数 of 可 由 序列 oz-1 和 如 -! 得 到 
Jo t 3 一 1 ; ir Poly -q 
u VB dat Pl-ok + Aide k Pir on—il ) 


HERA CRORE TU, H: 
a = P“ s (Ua!) +Q* + (UN) 


这 里 成 = Spon, QE = Pial: 
BF ooh, HARA On 和 中 jt 得 到 的 ， 以 上 两 定理 与 ‘5.12 ) 式 和 
{5.13) 式 [或 (5.17) 和 (5.22) ] 中 的 算法 是 等 同 的 : 
因为 是 所 有 形 如 ?二 (23), jE Z| Dle < oc 的 序列 构成 的 空间 ， 实 际 应 
MH, REAREA, MURE ul < cc 自动 满足 .分解 算法 中 的 关键 
步 又 是 下 取样 算 子 D: 己 这 和 算 子 Tp: P o PURT POP, 
Tplz) = Pxz zel 
Te(z)=Qex sef 
这 里 已 和 久 是 定理 7.1 ERE, 类 位 地 , 重 构 算法 中 的 关键 步骤 是 上 取样 算 子 
UAE Tp: Pi 到 以 用 了 一 下， 
Tp:(t)= Per rel 
Tol =Q sz rel 


RE P* AO" EE 7.2 中 定义 的 序列 

下 面 就 是 要 证 明了 P ST a WRT, To 与 79* 邱 为 伴随 算 子 ， 如 前 所 述 ， 
ET: YY 是 内 积 空间 VV 上 的 线性 算 子 ， 则 其 伴随 算 于 TT* 由 下 式 给 出 ， 

(Tow) = Tw) 

5127.3 

(1) 了 P 的 伴随 算 子 是 7P*。 

(2) To 的 伴随 算 子 是 Te 。 

(3) D (上 取样 算 子 ) 的 伴随 算 子 是 U (上 取样 算 子 ) 

证 明 前 两 个 性 质 可 由 定理 3.14 得 到 ， 即 与 序列 疡 的 卷 积 相关 的 算 子 的 伴随 算 
子 就 是 与 序列 态 = 六 "相关 的 卷 积 算 子 。 这样， 第 1 个 性 质 可 由 成 = dpr 
= 了 -x 得 到 ， 类 似 地 ,因为 Q% = ll) = 本， 所 以 由 定理 3.14 得 到 第 2 
MER. 
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对 于 第 3 个 性 质 ， 令 z 和 ?是 已 中 的 序列 。 RADHE, A: 
(Dz yje = 》 (Dojn 刺 = 》 zan 丙 


n T 


另 一 方面 ，Uy PRABER, A (Uyan = yn (由 定义 ) 因此 ， 
(z, Uy) = 2 tially) Upon =) tant 


比较 以 上 上 商 式 ， 得 到 (Dz, 外 = Uy), E, 
HSR 7.3 和 定理 7,1、 定 理 7.2 可 知 ， 从 本 质 上 说 ， 分解 和 重 构 算 法 是 互 为 伴 
RERI. 
定理 7.4 (SMR) S 
P; = Pk 和 Qk = al) isi 
To= DoTp 和 Ti =DoTg 


这 里 刁 是 下 取样 算 子 , 7P 是 序列 己 的 眷 积 算 子 ( 相应 地 有 Te EFI HERAT ) 
函数 fj = Laora) TED 


f= wjt fj- 


wl 52y wut) 和 ha = 》 ddil) 
i 


这 里 ， 
at =mi) 和 P! =T (af) (7.2) 
WAEN, EFT hal Ab eH. 
= That!) +. Teh) (73) 


证 明 由 定理 7.1 得 到 分 解 公式 。 对 重 构 公式 ， 定 理 7.2 认为 : 
a = (Tp: oU){a?~1) + (Tae o UXW) 
= (Tp o D”) ~) + (To DY) (3873) 
=(DoTp (a) + (DoT) (用 定理 032) 
= Të (ai) + T(E!) 
(7.2) 式 . (7.3) 式 结合 起 来 为 : 
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二 (TF oTo + Tr oT;){a’) 
这 从 另 -一 个 方面 表示 出 ， 重 构 是 分 解 的 伴随 ， 而 且 重 构 可 转化 为 分 解 过 程 [注意 ， 算 
子 (TyoTo+TioT;) 把 9 转化 为 其 自身 ]。 具 有 该 性 质 的 算 子 有 - -个 特别 称谓 . 
定义 7.5 一 对 滤波 器 ，Tp 和 Ta ( 即 分 别 对 序列 已 和 已 的 卷 积 算 子 )， 称 为 正 
交 镜 像 滤 波 器 ,如 果 相 应 的 映射 克 = Do Tp D = Do To 对 任意 序列 Z = (ons 
zorn E REFA: 
(Ti o Tor) + (Tf oN }ir) =z (7.4) 
这 里 ， t= (T-n To Ti ii ) € P(2). 
与 (47.4) 式 等 价 的 是 : 
[Zox||? + nel? = lel? 
4G (74) coma, M 
|? = (za) (al) PAE) 
= (Ty oto tT oti )(z),2) [H (7.4) A] 
= (Tor, Tot} + (Te Tr) 由 伴随 定义 
= ||Toa|? + Piz? 
信号 2 = (人 zz) (BD on Th ) MEERES SARRE EK- 
所 以 对 (74) 式 的 物理 解释 是 ， 正 这 镜像 滤波 器 保持 信 身 能 最 不 恋 . 


le 


7.31 传递 函数 解释 


AHH SEA ERR RAE Ch, RRB Tp ATO 应 具备 的 条 件 : 
(Tp o To)(z) + (Ty o T(z) = x (7.5) 


首先 , 再 次 给 出 第 3 章 中 有 关 转移 函数 的 定义 ( RRTEEA 3.13 后 面 ) 序列 z = 
(-+,223,00,21,°°-) €P(Z) RE BR SEF 7 <8 S THRA: 


x 
一 》 zne i” 


n= 


Tp 是 相应 于 序列 PP, 的 卷 积 算 子 ， 即 (Tpzx)， 一 doy, Pa—-ete, ABA Tp HOSS 
是 定义 于 -x < 0 < 7 的 函数 和 


Tp) = Pen 
n 
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如 定理 3.13 所 述 ， 
Tp(x)(0) = Tr()3(6) (7.6) 
另外 一 个 将 用 到 的 重要 性 质 是 卷 积 算 子 的 转 置 的 传递 函数 ， 即 
Fê) = Po (7.7) 


这 在 定理 3.14 PEIRE, 
为 达到 本 节 开 始 时 提出 的 日 的 ,对 ( 7.5 j 式 两 端 取 离 散 傅 里 叶 变 换 . 以 下 的 天 {ZT}( 外 


= 伐 引 表示 7z 的 离散 德里 叶 变 换 。 首 先 应 用 于 (7.5 ) 式 左边 的 项 (TY © To}(2) ; 


F((Ty © Ty)(2))(8) = F(Tp o D* o Do Tp)(2)(0) (7.8) 
= TÈ (6). F((D* o DoTp){z))(0) (7.9) 
= Tp(0) - F((D* o D o Tp)(z))(8) (7.10) 


Bun PSA UAT TORADORA. BURA, neZ, 那么 由 上 节 
可 知 ，(Dy), = Yn, n= 由 是 指 偶数 。 所 以 


(D" Dy), = fr n HRR, Wn = 2k 
” (0 ny% 


因此 ， 

De Dy(@) = Donne 
可 重新 写 为 : 

D= Dy) =D (ee 
( n 为 奇数 的 项 是 不 存在 的 ， 因 为 2-"" = -1 ) RE. 
D Dy(6) = (G0) + HO + 7)) /2 
把 F 式 代入 gn = Felon. 得; 
F((D* o DoTp)(2))(8) = (Fo(z)(0) + TPE) +n)) /2 

(T ()2(0) + Tp(6 + mE(O + r)) /2 


把 上 式 代 人 (7.10 ) 式 的 后 部 ， 得 : 
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F (Tg © TH) (0)0) = Tr(0) (TROECO) + Tpl + EO + 7)) /2 


类 似 地 ， 


F(T} o TENO) = Fol0) (TOEO) + Tale + mO + )) /2 
把 以 上 两 式 加 起 来 ， 并 令 其 等 于 (9) [如 (7.5 ) 式 所 要 求 的 那样] ， 得 ; 
( OP + Ror) 20) 


. [Piet Talat) 
2 


令 GI 外 等 于 上 式 左边 项 中 第 1 个 圆 括号 里 的 内 容 ， 玉 (9 为 第 2 个 圆 括号 里 的 内 容 ， 
从 而 得 到 : 


) #(6 + 7) = 2(8) 


G(#)5(8) + HOE + 7) = 2O) 


上 式 对 任意 序列 < 必 成 立 。 不 妨 取 一 序列 x (其 zo = 1， 生 对 非 零 的 %，zn =0), 则 
(P) = 1， 此 时 ， 


G(8) + H(6) =1 


然后 再 取 一 序列 z( 其 31 = 1, 旦 对 其 他 的 m，zn = 0), ZO) =e", 两边 除 以 et 
后 ,得 : 


G(6) — H} =1 


以 上 两 式 相 加 ， 得 到 GI 的 = 1。 以 上 两 式 相 减 ， 得 到 卫 ( 拉 = 0。 REC MAR 
内 容 ， 得 到 如 下 定理 。 


定理 7.6 WRT lo 构成 一 正 交 镜像 滤波 器 ， 当 且 仅 当 


TO + {To(@P =2 





Fp(0)\Fp(0 + n) + Ta(#)Fa(6 + n) =0 
REST, EE 


TPV BV 
Tp(0 + r)/v2 To(0 +m)fV2 
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为 一 西 阵 
FEARR RRE UTRERA MERK MERER THAR RE) 


H, 

p(B) p(@+n) 

a g@+7) 
ple) = Ple), gE) = Qle™) tm 5.3.3 节 中 的 定义 . 这 与 定 硅 5.21 后 而 给 小 
RSME E, A533 节 中 已 证 明了 该 短 阵 是 西 阵 





7.4 小 波 变 换 


在 第 2 章 有 关 傅 里 时 变换 的 讨论 中 ， 研 究 了 傅 里 叶 逆 变换 。 本 节 讨 论 小 波 变换 
RETH, AAR PRE ER, OPEL A) PR, AER, 


FOO = ee [fle al 
TBM ACR AO), Oo E L(A) WSBT RY, 
F (ge) = see faye 


铺 里 时 道 定理 NEENA, FRI FT M 
f= FF 
如 第 2 章 所 太 ，F(7)() 竹 略 地 描述 了 以 频率 》 振 洲 的 各 组 成 部 分 着 公式 了 = F 


Ff), SHAM pes: 
t=- f Faea 
Ta J- 
表示 了 可 写 做 各 频率 分 量 的 加 权 和 【或 积分 )。 
7.4.1 小 波 变换 的 定义 


小 波 变换 大 其 变换 公式 把 一 个 函数 分 解 成 各 频率 分 量 的 加 权 和 .然而 ， 此 时 的 
概 值 仅 包 括 某 一 特定 的 小 波 而 不 是 指数 项 es 。 
为 引信 小 波 变 换 ， 设 给 定 一 小 波 函 数 区 (2) ， 满 足 如 下 两 条 要 求 ; 


boo Merrem ee MRR GMM th tae 
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1. O(n) Reese BOS ERB ya) < Melel, yy itera CM] 

2, PRSA SS Vle) de = 0]. 

ANNER TE Wx) = ze" ， 如 图 7.1 im A-AA RA 
Daubechies 小 波 . Daubechies 小 波 仅 在 有 限 区 域 非 零 , 所 以 第 … 个 监 求 日 动 满足 ! 只 
党 把 常数 好 取得 足够 天) 注意 ， 没 有 灶 小 波及 其 平移 系 的 正 交 性 刁 任 何 假设 ， 
Daubechies 小 波 的 构造 方法 保 调 了 其 平移 系 的 下 交 性 ， 但 前 Mat ela) = re” 
FPSREBRILZ 


0.5 r -r 

















gt 


图 71 vole) = dtr) = Te” 


在 下 面 的 排 导 过 程 中 . (oc) EA RE-A < r < 4 以 外 等 于 零 ， 这 相对 第 1 个 
条 件 来 讲 是 一 个 更 严格 的 要 求 。 因 此 按 此 条 件 推导 出 的 有 关 小 波 的 每 个 结论 ， 经 过 
适当 履 改 后 ， 可 以 成 为 按照 指数 衰减 条 件 得 到 的 结论 。 

下 面 定义 小 波 变 换 。 

定义 7.7 HE MEVORELRBRER, WES CLR) 的 小 波 变 换 为 
Wy: ROR , 


Wr(a,b) = 而 T jz E 2) dz 


由 此 定义 可 发 现 ， 当 a = 0 时 表 迷 式 无 意义 经 过 变量 替换 = {x b/a, Æ 
上 述 小 波 变换 的 定义 转换 为 下 面 形式 : 





mm pu mr o 





mr Fr tm et eee eT 


ua 
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wad) = val f lve +t do ay 


册 该 表达 式 可 清楚 地 看 到 ， 当 a 二 ont, Wy(a,8) = 
随 着 = 的 减 小 ， 曲 线 
taala) = ey 人 - *) 


Via" Na 
FE. TA RERA 7.1 和 图 7.2), VAFA 7.2, BR) = ce", 因 
此 ，%au5 的 频率 随 a 的 减 小 而 增加 。 同 时 请 注意 ， 若 世 的 大 部 分 支撑 集 ( 即 也 的 非 堆 
部 分 ) 位 于 原点 附近 ( 就 像 本 例 所 示 )， 那 么 加 的 大 部 分 支 捧 集 将 位 于 z = 附近。 
Fr, Wy(o, 8) 28k 7 fee = 附近 与 17a 成 比例 的 频率 分 量 。 











o 

-0.44 

os) 

-0 St 
35 3 aI 0 i 3 3 


图 7.2 tase 


7.4.2 小 波 变 换 的 道 公式 
人 小波 变换 的 道 公式 由 以 下 定理 给 出 。 
定理 7.8 设 区 为 一 连续 小 波 ， 满 足下 列 条 件 ， 


1) 昔 按 指数 喜 减 到 0 ( 无穷 远 处 )。 
(2) f° vz) dr =0, 
那么 对 函数 fe 下 ( 司 ， 有 下 列 逆 公 式 成 立 ， 


=a ff (wed ey 
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这 里 ， 
WO? )? 
Cy =% rf dd 
O a A 


RFRA BO E, EEEE LAT S 5 BE a OP R A 
权 和 (RR), PUEA W (a,b). HSE MERAH, NR EA 
个 参量 和 5 ， 这 是 因为 小 波 变换 是 对 了 在 z = 6 附近 的 频率 成 分 ( 参量 a ) 的 度量 。 

在 证 明定 理 7.8 以 前 , 先 看 看 为 什么 Cy 是 有 限 的 ( 因为 其 中 的 被 积 函 数 在 = 0 
时 为 无 限 大 ) 首先 ， Cy 的 积分 区 间 分 割 成 两 部 分 : 第 1 部 分 是 区 间 | 名 之 1, 第 2 
PEA < 1 第 1 部 分 积分 中 ， 因 为 娄 呈 现 指 数 衰减 ， 所 以 了 E 17(R). 因此 其 傅 
里 叶 变 换 也 属于 L2(RR), WA 


BOP we 
人。 als ie WO) a 


< oo Wey be L?(R) 


第 2 部 分 积分 中 , 对 功 旦 现 指数 豪 减 的 要 求 意味 着 少 是 可 微 的 。 在 和 = 0 处 对 其 进行 
一 阶 (Taylor) 展开 ， 有 : 


PA) =P + OU) {Taylor 定理) 
这 里 CO 人 (代表 以 CA| ( 按 某 个 常量 C ) 为 界 的 各 项 。 此 外 ， 根据 定理 中 的 第 ( 2 ) 个 条 
件 ， 有 (0) = fylde = 0 ,因此 ,第 2 部 分 积分 可 由 下 式 估计 ， 


j BAP dA S Í [CaP dA < 00 
JA, lAl |A|<1 IAI 


因为 Cy 的 第 ] 部 分 和 第 2 部 分 积分 均 是 有 限 的 ， 所 以 Cy 也 是 有 限 的 。 
小 波 变 换 定理 证 骨 ” 令 (7) 等 于 定理 中 公式 的 右 半 部 分 ， 邯 


wed [fone tS) niente 


PRE REAP Ef). Sahm. 
第 1 步 。 首 先 证 明 


1 f* da °° z- 
rozz] weal ap EF) oan 
这 里 用 {] 表示 对 括号 {,} EAER ORARE, 








man E DCA e h 





CP SA i a p H emisar on 
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je ABH Plancherel 公式 【定理 2.12) 得 到 的 ， 即 1 站 u = [FaFa 把 该 
EAMH TFE) 的 对 5 的 积分 中 ， 这 里 令 V = pie — b/a) Auld) = W{a.d) 
(把 z 和 a 当做 常量 ) 为 了 应 用 Plancherel 定理 , 要 求 其 中 的 函数 属于 52(R). 若 了 和 
切 有 有 限 支撑 ， 那 么 证 y(a, 如 对 8 的 支撑 也 是 有 限 的 (你 不 妨 实 际 检验 一 下 )， 所 以 
Wila, bgy ( =") EL pH b AY PAR. 


第 2 步 ， 本 步 是 要 计算 第 1 步 积 分 式 中 的 那 两 个 博 里 叶 变 换 ， 就 是 要 得 到 
F, f = } (u) = ae Bay) 


Fy {Wy(a,8)} (y) =a a ay) fly) 


如 何 得 到 上 式 的 ? 请 容许 稍 后 分 解 。 先 假设 已 得 到 上 式 ， 然后 TP PSM 
论 综 合 起 来 ， 有 ， 











= van da iym 
n= EE S ef on 
= =| Vafo dy f MONE an (7.12) 


{7.42 ) 式 是 通过 交换 所 和 的 积分 次 序 而 得 到 的 。 为 了 对 计算 积分 ， 假 设 y E O, 
Su=ay (Fitdu=ydo), MMA: 








2 © | 
三 (au) da= | WO a (7.13) 
-æ lel -oo lel 
_ Cy 
== (7.14) 


若 # =0， 由 条件 (0) = 0， 那 么 17.12 ) 式 中 最 右边 的 积分 为 0。 因 此 (7.12 ) 式 中 
BQ HAR. Bry = 0 外 ， 对 其 他 y 的 积分 等 于 Cy/27。 因 为 (7.12) 式 中 对 8 的 积 
分 并 不 受 y = 0 时 这 一 个 点 的 积分 值 的 影响 ， 所 以 可 把 (7.14) 式 代 人 (7.12) 式 ， 从 
而 有 ， 


1 f7 全 C 
pi 一 tyr $ 
F(a) = & f Ye 让 


= z f i Flye™? dy 
= f(z) 


CO OMASE TAY ti oe rap ppp pi w 
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这 里 最 后 一 个 式 子 基 由 傅 里 叶 道 定理 得 到 的 . 到 此 为 小 , 除了 第 2 步 的 详细 推导 外 ， 
定理 7.8 证明 完 毕 。 
第 2 步 的 证 明 。 第 2 步 中 的 第 1 个 等 式 可 由 定理 2.6 的 性 质 6 得 到 : 根据 情 里 


叶 变换 ， 有 : 
al 


Fi ( (= 
a 


进行 变 朋 替换 v = (2 - 如 /a ， 变 成 





Ar 
i piane ou 
_ ae r Wve io dv (7.16) 
= ae" Play) (7.17) 


PR Se BAS BES 2 步 中 的 第 1 个 等 式 。 
为 了 得 到 第 2 个 等 式 ， 由 小 波 变 换 的 定义 有 : 


Fy {Wy (a, b)} ( valg (2) ai fajata) 


下 一 步 是 要 把 储 里 叶 算 子 放 到 积分 号 里 。 可 把 积分 看 做 一 个 特殊 的 和 式 ， 并 应 用 依 
里 叶 变换 的 线性 性 质 。 准 确 地 说 就 是 ， 用 下 面 的 Riemann 和 来 近似 右边 的 积分 ， 


Al a [oF oew 


alap ES) e)s oj 


该 近似 随 分 割 越 来 越 精细 ( 即 随 Az 一 0 ) 从 而 也 越 来 越 精确 。 情 里 叶 算 子 天 是 线 
HAL, PLT REA PA 


Al [ eo w) 

















Aa MY wy akk o oo lia «e bo op 





Tk ET F oe h i ae r ea 
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令 分 割 趋 于 无 限 精细 MAr 0). A: 


WD- Te [A (= | GE 
把 (7.17 ) 式 带 和 上 式 . 得 : 











{WilaD))} (y) = Fi f ” Gafla) ae 


= 2 Play) > ze yr dg 
A Df te 


= FF Flay f 
= Teal vey) f(y) 


到 此 , 第 2 步 的 第 2 个 等 式 证 明 完 毕 , 于 是 第 2 步 全 部 证 毕 , 定理 7.18 RAE. 





附录 A 技术 问题 


A1 全 里 时 逆 公 式 的 证 明 
本 节 给 出 定理 2.1( RMA ) 的 严格 证 明 ， 妈 对 任意 可 积 函数 |， 有: 


f=FloF(f) 
fE FF 的 定义 代 人 上 式 ， 就 是 要 证 明 : 


f(a) = > f j f paet- dtd) 


把 了 限定 为 仅 在 有 限 区 间 非 零 , ATEREA IREK TE oe AR A A] 
i ( 详 见 参考 文献 [22] ). AS TEA RES, 那么 只 要 在 这 个 有 限 的 区 间 上 对 t 进 
行 积分 邑 可 (无需 在 整个 -oo < t < oo 上 )。》 的 积分 包括 无 限 区 间 ， 可 先 在 : 个 形 
如 一 <A < 的 有 限 区 间 上 对 其 处 理 ， 然 后 令 ! =o. WME., REIER: 


a(t—x)A 
didà 
fiz) = Zim f 三 fo) 


由 复 指 数 的 定义 (e = cosutisinu), LETH: 





= 一 Lim f f (cos((t — z)A) — isin{{t — x)A)) dt dA 


T or loves 


因为 sin BREA wR, LS sin((t 一 2)A) MH AWB S + 0。 考虑 到 oos 函数 是 
偶 函 数 ， 那 么 前 面 的 极限 式 为 ， 


d-i f [x f(t} cos((t ~ T)A) didà 
ston oe A= MD) e+ ute, MW ERS: 
flz) = Lim f Flz+ E in (AL) 
为 了 得 到 该 极限 ， 就 是 要 证 明 ， 对 任 给 的 c > 0， 只 要 1 足够 大 ， 那 么 f(z) 与 上 





ET MO Be pcr L 
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式 右边 积分 项 的 差 值 就 小 于 e 。 对 于 这 个 给 定 的 e ， 选 择 一 > 0， 使 得 : 


J 
al (w+ u)ldu < € (A2) 
T -5 


(从 几何 上 解释 ,左边 的 积分 是 曲线 |f| 在 3 内 的 面积 ， 通 过 选取 足够 小 的 5 ， 可 使 
这 个 小 罕 条 的 面积 小 于 e )。 该 不 等 式 将 在 本 证 明 的 最 后 用 到 
下 面 应 用 Riemann-Lebesgue 引 理 ( 3EM 1.21), RI 


jira [ov sinflu) du = 0 


REg EAR RM. 若 9 仅 在 有 限 区 间 内 非 零 ， 则 o 或 上 可 以 是 无 限 的 - > 
glu) = fle +u)/u, 41 — 0 时 [函数 9(w) = f(z 十 可 /在 下 面 的 两 个 积分 式 中 都 
是 连续 的 ] ， 由 该 引 理 可 知 : 


T fla y) nly) (lu) J fla yin sin(le) ， o 


那么 (A.1 ) 式 的 极限 相当 于 : 


_1 2 lim af ja 4) E ay (A3) 


男 一 方面 ， 由 看 健 里 叶 级 数 收敛 性 定理 的 证 明 中 的 第 5 步 [ 见 (1.27 ) 式 ] 可 知 ， 


Fm 4 


所 以 欲 证 明 (A.3 ) 式 ， 只 要 证 明 以 下 两 步 即 可 . 
第 1 步 . 证 明 当 n — oo, 有 : 


f lary” Yay if fs u EEE g u0 


2sin(u 








AT EUR, HOAD, RA: 
1 ff i 1/2 
Ff pety EEDI du fe, nso (a5) 


丝 即 为 ! = n+ 172 时 的 ( A.3 ) 式 。 为 了 得 到 ! 为 其 他 一 般 形 式 时 的 ( A.3 ) 式 ， 需 要 证 
明 下 面 的 第 2 步 。 
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第 2 步 。 对 任意 的 ! > 0 可 写 为 1 = nth, 这 里 的 nn 是 一 个 整数 ,而 且 D Ssh 1。 
就 是 要 证 明 ， 


Lp fle ro (sine ((n41/2)u) -st lu <e/2 


HERIR, 那么 (A.3 ) 式 得 让 (于 是 , 也 就 证 明了 傅 里 叶 逆 定理 ), 对 ( A.3) 
A. ARBARAN, n>N, M 


j- f pa y UM au) con 


把 上 面 的 两 个 不 等 式 结合 起 来 ， 得 
ifn fle yEy 
eh fl ne te) 


apy (2E (n + 1/2)u) ne du 


u 




















<¢/2t+e/2 #n>N 
证 毕 。 
第 1 步 的 证 明 第 1 步 的 命题 等 价 于 : 


1 
1f ie +u jia 1A ( iii z) a +0 n= (A6) 


当 n — ohf, H Riemann-Lebesgue 引 理 ， 因 为 
-å 
fir+u . ™ fletu). 
a 2sinf ln +1/2)u)du 和 Ty sint(n+ 1/2)u du 一 0 
( ASSL EMI -r <u <-i, ô <u sr KEER) 此 外 ， 下 式 
L 1 
Qsin(u/2) u 
在 -5 Ku 所 6 上 连续 ,因为 不 连续 点 只 可 能 发 生 在 4 = 0 处 ,但 当 一 OM, Est 
为 0 (MA L’Hospital’s 定理 或 Taylor EFF). lt, Al Riemann-Lebesgue 引 理 得 到 
(A.6) 式 成 立 ， 所 以 第 1 步 得 证 。 
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第 2 步 的 证 明 对 任意 的 ! > 0, Sl = 于 十 办 ,这 里 ?是 一 个 整数 而 且 0 <h 
1 。 根 据 均值 定理 [ 即 天 7) -fa = 地 二 十 一 肋 ， 夫 于 z 和 4% 俏 之 间 ] ,有 
sin((n + 1/2u) — sin(lu)| = | sin({n + 1/2}u) — sin((n + A)}w)| 
= | cos(t)}| |u/2 — fuf 
<ful/2 因为 0sh<l 


因此 ， 





Lf fie +u) pms ant | Idu 


if fle + u) fa 


<5 由 等 式 (A.2) 


由 此 ， 完 咸 了 第 2 步 的 证 明 ， 整 个 定理 也 证 明 完毕 。 


A.2 定理 5.17 的 严格 证 明 


重 写 定 理 5.17 如 下 : 


设 少 许 具 有 紧 支 撑 的 连续 函数 ， 满 足 正 交 条 件 ， 即 dle 一 人 plz 一 站 dr = de. 
AV) ={f =} aor- k]; a, E RE, MALL FARA. 


L HVET AE (骂人 VW = {0} )。 
2. 若 $ 还 满足 如 下 附加 条 件 ， 
e 归 一 化 ; folz)dr = 1, 
. RẸ. lr) =pl- k), phg, REAR 
那么 相应 的 满足 密度 条 件 , 即 UVW = 天 (天 ， 或 者 说 ， 王 中 的 任意 元 素 可 由 仿 中 
的 元 素 近似 ， 这 里 的 了 要求 足够 大 。 
特别 地 ， 若 函数 有 在 紧 支 撑 下 连续 ， 且 满足 如 上 所 述 的 归 一 化 、 尺度 和 正 交 条 
iE, 那么 空间 集合 { 太 ,i E 2} 形 成 一 个 多 分 辨 分 析 。 
第 1 部 分 的 证 明 ”注意 第 ] 步 并 不 需要 归 一 化 或 者 尺度 条 件 。 定 理 的 第 1 部 分 
在 如 下 更 宽泛 的 条 件 下 成 立 。 即 有 一 个 常量 C ， 使 得 ， 


max f(z)| < Cll file FEV (AT) 
根据 参考 文献 [21] ， 可 知 为 什么 这 是 一 个 比 要 求 由 是 紧 支 撑 的 更 宽泛 的 条 件 。 若 
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FEV, 那么 f(z) = Earle- REM o BH (2) 5 ole 一 和 的 到 内 积 而 
S10) (AK ole 一 已 是 正 交 的 ] FRA: 


/四 = (£ EOE Ww) gr- 月- f ke a 


E k(c.y) = Dx PT - kjol 一同 ,应 用 上 的 Schwarz 不 等 式 ( 常 称 为 H5lder 
aan E: 


1/2 1/2 
Fæ) < ( | kta, y) iv) lz = 5 Ibe - or) Whe 
k 


上 式 右边 再 次 应 用 了 ww(y 一 的 正 交 性 . 因为 8 仅 在 有 限 区 间 非 零 , 那么 上 面 和 式 中 
的 k 仅 有 有 限 多 个 , 因此 必 小 于 某 个 固定 的 常量 C . 那么 任何 具有 紧 支撑 月 其 平移 下 
交 的 9 雹 满足 (A.7 ) 式 。 

BY ALT ) 式 中 的 不 等 式 成 立 , 下 面 证 明定 理 的 第 1 部 分 : 设 了 属于 三) .那么 了 (2i7) 
Evo, Wi (AT) st, A: 


1/2 1/2 
Os) ge fuer is) Co- ( fror dt) 


上 式 右边 应 用 了 变量 替换 t = Yy. 因为 上 述 不 等 式 灶 所 有 的 z 均 满足 ， 所 以 
max |f(2)| < C29 lr 




















PRT MARY, ， 那 么 该 不等式 对 所 有 的 了 成立. Sj oo., 得 到 了 必 处 处 为 零 。 


第 2 部 分 的 证 明 ”对 第 2 部 分 的 证 明 ， 考 虑 正 交 投影 映射 己 : D vV. A 
{jn (a) = W AVe 一 各 是 区 的 一 个 正 交 基 ， 对 任意 fe LP aly, 


Pflzy) = Sor Pin) Pik (z) (A8) 
k 


- PE (f ORE Ea) ore (A9) 
我 们 要 证 明 对 每 个 1 €L, EDE, Mj oo, BIF. SATEEN: 
Pf ll > [Ft (A10) 


(这 里 所 有 的 范 数 均 指 妇 范 数 。) bake sete Pst, WA =(7- P f+ 
Pf APSO PEX REERRE NE), MUA: 
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=H- Pall? + PP 


Ak, KERIS ~ Pif? ont, (PF? if- 
下 面 分 3 步 来 证 明 ( A.10 ) 式 。 


BIE. PI — (Lf 对 如 下 形式 的 特征 函数 成 立 : 


0 其 他 
当然 ， ac bs 
骨 看 (A9) 式 ， 
书 X(z)=2%》 (/ oliy — k) a) p27 — k) 
k a 
FE, 
IP; xl? 


h b 
= 2° (/ o(2%y — k) a) (/ O(2"y — k’} a) [oe — k)p(2 z — k') dx 
b 2 
>| y — k)dy 


Beli} SSR AT LCR) op 29/2 Aa- A RERE. MERER i= 228 有 : 


i 2/6 2 
Pix\|? = 2-9 >/ oft — k) dt 
k Ja 


当 了 变 大 时 ， 积 分 区 间 Ya <t < 236 变 得 更 大 ， 相 比 而 言 ，#$ 的 支撑 集 变 小 。 
因此 ， 除 了 区 间 两 端 附近 的 几 个 点 以 外 ， 指 标 k 将 分 为 两 类 ，( 1 ) OC 一 由 的 支撑 与 
AOR Ha <t < 2 坊 不 重 看， 此 时 上 式 右边 的 积分 为 零 ; ( 2 ) ot 一 局 的 支撑 全 
部 包含 于 积分 区 间 ža <t < 2b, APR S ol) dy = 1, 此 时 该 积分 为 ] 
因此 ， 








Bx 2-7 i a 和 228 间 的 整数 ) 
œ (b~a) 


b 
=f iay 


= |x}? 
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上 式 近 似 误差 产生 的 原因 , EROE- 司 的 支撑 与 积分 区 间 236a < t < bpm 
点 相 重 秋 的 那儿 个 点 造成 的 当 了 变 大 时 , 这 些 点 的 数量 相对 27a 和 22 之 问 的 点 数 
a AFA AY. 因此 , 随 j 一 0， 上 式 的 近似 程度 起 来 越 好 ， 于 是 第 1 步 得 证 。 


第 2 步 - 当 j 一 oof, 1s| Msl, 这 里 s 为 一 阶梯 函数 , 好 一 个 有 限 的 和 式 ， 
s=} CRX 
E 
这 里 的 Xe TESS 1 步 中 所 讨论 的 特征 函数 (图 ALARAM EA RR 大 
我 们 有 : 
\Pj(s) — sl] = | So ar (P, (X) -xoll < $ Jarl Pew) — xxl 
k k 


SPOR, MEP, Yj olj, A lPi) 一 Xsl| 一 0。 因 为 公有 有 限 个 
fain, BA ||Pis— 8; 0, 

第 3 步 。 对 于 任意 的 jE 成 ， 有 已 1 oS. 证 明 如 下 : 由 第 2 步 ， 因 为 对 任何 
函数 c 本 由 如 图 ALL 所 示 的 阶梯 函数 近似 。 











BAL 由 阶梯 函数 的 近似 


对 给 定 的 < ,选择 一 阶梯 函数 s ， 使 得 | 一 s| < ef3。 因 为 正 交 投影 算 子 不 会 增 
加 范 数值 , 所 以 | 人 一 省 水 于 se73。 由 第 2 步 ,对 于 足够 大 的 7 ,有 | Ps 一 扣 < e3, 
WA, SFR. A: 
If — Pi (AI) = I= 8) + (s — Pjs) + (Pjs — PA 
< | = sll + ils — Psi] + ||P (s ~ A 
<€/3+ €/3+€/3 


第 3 步 证 毕 ， 于 是 ， 定 理 的 第 2 部 分 证 毕 ， 
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A.2.1 定理 5.10 的 证 阴 
在 定义 5.1 {第 5 章 ) 中 , RV BH r — j) 7 E 2Z 张 成 的 线性 空间 , AY 
是 一 尺度 函数 ， 对 于 有 限 数 日 的 常量 pp， 满足 
gfz) = 》 pefr 一 站 (ALL) 
I 


HAYR BSE A 


yla) = S°(-1)' Bidz — 1) (A.12 ) 
l 


在 第 5 章 对 定理 5.10 的 证 明 中 ， 已 经 得 到 区 的 平移 与 $ 的 平移 相 王 止 从 ”本 节 
的 目的 是 要 证 明 态 是 由 OR EBA et FR. 这 意味 着 Wo 中 (Ww EVERI 
交 部 分 ) 的 任意 元 素 是 锡 的 平移 张 成 的 线性 组 合 . 这 就 是 早先 对 定理 5.10 AEB Hak 
失 的 部 分 。 

对 任 一 ， 要 证 明 ， 在 在 @x 和 4b ， 使 得 : 


$27 一 及 一 YS akgfz ~ k) + byui(e - k} 
k 


因为 {6(z 一 癌 , ke 2 是 正 交 的 ， 常 量 ok 若 存在 ， 则 必 满 足下 式 ， 
Gk = J Aw- i 
= [E ov- RAET task A) 
i 


= (1/2)B -ax 
这 里 的 最 后 一 个 等 式 . 表 次 应 用 了 人 {20/39(2y -jh i © 2]} 在 以 上 是 标准 正 交 的 囊 
实 。 类似 地 ， 常 量 b 若 存在， MEE: 
bk = 27'(-1)?p1_j+2% 
那么 ， 我 们 就 是 要 证 明 


的 27 ~ j) = 27'S” pele- k) + {1} pr_jaanwle — k) 
k 


应 用 (A.11) 式 和 (A.121 式 ， 上 式 等 同 于 ; 


$27— j) = (1/2) 》 (CI panini + Daxpr) (27 — 2k — 2), 
kl 


为 使 上 式 成 立 , BRU +1= jih, O22 ~ 2k 一 门 的 系数 一 定 要 等 于 零 。 因 此 ， 就 是 要 
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证 明 , 若 : = 了 - 2k, M 


Y pi-j+ak Pi Jik + Dakpi-2k = 2 (A.13) 
k 


WH, @l=jj-Wk+t, WAtA, Ba 
So (-1 pi +2 j akt + YO DPRD -2k+t =0 (A.14》 
k k 
通过 令 Y = 1- 了 十 号 ， 然 后 令 7 =j-2k, (A13) 式 的 等 号 左边 可 化 简 为 : 
SP Py 
i 
根据 定理 5.9 可 知 ， 上 式 应 等 于 2,( A.13 ) 式 得 证 。 


WAI A, 要 根据 + 的 奇 侦 性 分 两 种 情况 讨论 。 若 t 是 奇数 ， 即 1 = 25 + 1， 
那么 (A.14 ) 式 中 第 1 部 分 的 和 式 ， 经 过 指标 的 硅 换 (所 = 3 十 j —k), RA: 
>》 ， pj-2 tj 2 
kr 
可 天 其 中 的 第 2 个 和 式 被 消 掉 了 。 若 :是 俩 数 ， 即 1 = 2s ， 那 么 经 过 指标 的 硅 换 上 = 
一 忆 十 j 十 s ， 只 留 下 第 2 个 和 式 ; 


> Poj+2k'P—j+2k'—-2 
k 


对 于 式 令 7 = -+ 2h ALDERE 1 个 和 式 , 令 + = 1 — 7 + 2k, FE, A.14) 
式 中 的 两 个 和 式 加 起 来 为 : 


Y pP 
y 
根据 定理 5.9， 上 式 正好 等 于 零 。 证 毕 。 


A.2.2 定理 5.23 中 收敛 部 分 的 证 明 
本 节 将 证 明定 理 5.23 中 的 收敛 部 分 ， 该 部 分 是 用 尺度 方程 
$lz) = mo —k) 
AER Ba % 的 。 
在 该 定理 中 ， 今 徊 等 于 Haar 尺度 函数 。 对 于 n = 1,2,…， 设 
Pala) = 2 Pbn-1(r ~k) 
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根据 5.3.3 节 傅 意 时 变换 准则 所 述 ， 上 式 的 傅 里 叶 变换 为 ; 
bn lE) = Ple" 6,1 (€/2) 
LRE- 1 次 后 ,得 : 


n—l 
dn(€} = [[ Ple © )oote/2") 
j=l 
本 节 的 目的 是 要 证 明 , 通过 上 述 过程 按 归 纲 法 定义 的 序列 AR L KAE -AK 
数 ,下面 分 两 步 证 明之 ,首先 证 明 高 在 RR 的 一 紧 支 撑 子 集 上 -- 致 收 分 ,然后 证 明 四 
(KK LC BONN, WF 5.3.4 节 所 述 ， 任 一 名, 均 满足 标准 正 公 条件 .. Gon MIE BR 
是 标准 正 交 的 ， 那 么 各 的 到 极限 及 其 平移 系 也 是 正 交 的 。 
对 于 第 1 步 ， 需 要 如 下 引 理 . 


引 理 A1 Fe 是 一 函数 序列 ， 旦 站 ;|ej| 在 集 天 上 一 和 收效 ， 邢 么 无 限 乘积 
Uteh K L-g 
Aa ERA ARE oP. WARENA: 
[Ia +e) = ent ,(14e,)) — oi , In(ite;) 


3 
若 级 数 27; ll ok, Whe WO. 若 |z| 很 小 , AA, [a(l +a) jel (因为 
申 L'H6spital's 准 则 ， 当 |z| 一 OR, Hol +alle] 31). 因此 ，22 tei! te KL 
的 一 致 收敛 等 价 于 2; [In +e) | Bae, Ae, CRAT ERTO + 6) 
HR. 

把 上 述 引 理应 用 于 e = p(€/27)-1, REH pE) = PSAK WRB 
紧 支 撑 子 集 。 因 为 ?是 可 微 的 ( p 是 一 多 项 式 )， 又 因为 (0) = 1， 所 以 有 lp 上 - 1 
< Cll], 这 样 ，|ey| < ClE/2?|, AX les] 在 丸 的 每 一 个 紧 支撑 子 集 上 一 致 收 敏 . 
由 引 理 ， 





Bute) = [TERRE (AIS) 


j=l 
Yin > colt, Esti RING — MEH Bua) aR. 
(E) = [| PEO 
j=l 


ME, lolz = 1( 通过 构造 ) IPES 1( 由 假设 ), PA, HETA m, [dalle 
< 1. f Fatous 3148, f lim [ón]? < liminf f nP <1, 于 是 9 属于 到。 由 定理 2.1， 
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e 等 J8， 这 里 的 0 局 于 2。 
下 面 要 证 明 on > be [2， 或 等 价 于 Br be 2， 为 此 ， 应 用 控制 收 全 定理 ， 
即 , 若 区 数 序 麟 逐 点 收敛 到 一 极限 函数 j, 并 且 如 果 有 一 可 积 函 数 五 控制 着 该 序列 ( 即 
对 所 有 的 m， 有 | 记 | SIF). BAL fa [fo 由 前 述 证 明 可 知 ， 琴 是 逐 点 收敛 到 % 
的 《实际 上 是 一 敏 收 敏 所 以 只 要 找到 一 个 属 上 72 的 函数 . HEEREN dn T., 
再 假 设 在 区 间 —a/2< E<an/2b. PleS) 40 因此 ， 在 区 间 -2 71x 
2-ln 上 ,就 有 P(e 8?) 关 0， 于 是 在 区 间 -T/2 <6 < 2/25 











)= 了 本 xz 8/2)9010 
j=l (A16) 





因为 该 函数 是 连续 的 ， 所 以 其 界 远 离 零 ( 即 在 该 紧 集 上 , AO > c), 该 不 等 式 意味 着 : 


IEZI = T] lE/2*)t0()| 2 ce, él < r (A.17) 


jen 


MFA (AAS) SR, (A16) RA AIT) at, 得 ， 


E (em hole 
Teen Ple-#/*)| 
28) 


= — Poler 
Ery Ieol(€/2”)| 


< EBOI Bol E/2") 





len) = 





HE, 


olé) 一 一 On it 





如 (5.27 ) 式 所 示 WAHE om, Hl, MEHE o, WEOE 
有 界 的 ( 由 L*Héspital's 法 则 )。 因 此 |poi)| 是 有 界 函 数 ， 所 以 对 某 个 常量 C， 有 : 
lên (E) < CO) 


ABA ME Blo EL? PATER, AM Lt TU eT E He aU AEE PE 
四 的 控制 函数 . IBA. Yn 一 ooftt, Ada > be [2 和 GB 一 peL. IEA, 


附录 B MATLAB 程序 


B.1 通用 上 讨 缩 程序 


下 述 MATLAB 程序 把 小 于 设 定 阔 值 ( 以 “百分比 ”为 指标 ) 的 项 抛弃 掉 ( 或 称 
之 为 “压缩 " )， 本 程序 在 后 面 所 有 的 基于 FFT 和 小 波 的 压缩 方案 中 都 要 用 到 。 


function we=compress(w,r) 
% Input is the array w and r, which is a number 
% strictly between 0 and 1. 
% Output ia the array wc where smallest 100r% of the 
% terms in w are set to zero (e.g r=.75 means the smallest 754 of 
% the terms are set to zero 
if (r<0) | (r>1) 
error(’r should be between 0 and 1°) 
end; 
N=length(w); Nr=floor (N¥r) ; 
wresort (abs (w)); 
tol=abs (ww (Nr+1)); 
we=(abs(w)>=tol) .*w; 


B.2 应 用 MATLAB 的 FFT ARRERA 


用 FFT. FRR MATLAB 命令 是 例 3.6 中 所 用 到 的 , 用 于 滤 除 一 给 定 信 号 
的 高 频 成 分 。 其 中 关键 的 MATLAB 函数 是 ff 和 ifft， 分 别 计算 快速 傅 里 时 变换 和 其 
ER. 

>> t=Llinspace(0,2*pi,2°8); 4 discretizes [0, 2pi] into 256 nodes 

>» y=exp(-(cos(t).72)).*(sin(2*t) +2%cos (4*t) 

+0 ,A4*sintt) .*sin(50*t)) ; 

>> plot(t,y) 4 generates the graph of the original signal 

>> fy=fft(y); % computes fft of 了 

>> filterfy=[fy(1:6) zeros(1,2°8-12) fy(2°8-5:2°8)]; % sets fft 

>>% coefficients to zero for $7 \leq k \leq 256$ 

>> filtery=ifft(filterfy); 4 computes inverse fft of the filtered 

>> % fit 

>> plot(t, filtery) 4% generates the plot of the compressed signal 
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FA FFT 压缩 。 下 述 程序 称 为 fftcomp.m， De 

给 定 的 信号 .不 缩 率直 输入 部 分 控制 。 本 程序 输出 原 信号 曲线 、 虚 缩 信 号 曲线 
以 及 相对 六 误差 曲线 

function error=fftcowp(t,y,r} 

% Input is an array y, which represents a digitized signal 

4 associated with the discrete time array t. 

% Also input r which is a decimal 

A number between 0 and 1 representing the compression rate 

4 e.g. 80 percent would be r=0.8. 

4 Outputs are the graph of y and its compression as well as 

‘4 the relative error. This routine uses compress. m 


if (r<0) | (rei) 
error(’r should be between 0 and 1’) 
end; 
fy=fft Cy) ; 
fyc=compress(fy,r) ; 
ye=ifft (fyc) ; 
plot(t,y,t,yo) 
error=norm(y-yc,2) /norm(¥) 


fA] 3.7 中 用 证 不 缩 时 ，fftcomp.m 程序 的 应 用 示例 ， 


>> t=linspace(0,2*pi,2°8}; 

>> ytexp(-t.°2/10).#(sin(2*t)+2ecos(44t)+0.4*sin(t) .*sin(104t)); 
>> fftcomp(t,y,0.8) % uses fftcomp with compression rate of 

4 80 percent 


B.3 应 用 MATLAB 小 波 工具 箱 的 例子 程序 


应 用 小 波 压 缩 和 滤波 的 MATLAB 命令 ,下 述 MATLAB 程序 应 用 小 波 工 具 箱 来 
分 解 信号 。 程序 压缩 分 解 信号 然后 又 重 构 : 该 程序 使 用 了 两 个 关键 的 MATLAB 命令 ， 
wavedec 和 waverec 分 别 用 于 分 解 和 重 构 . 本 程序 可 使 用 不 同 的 小 波 基 , 我 们 这 里 使 用 
了 Daubechies 的 仅 4 个 系数 的 小 波 ( 表示 为 db2 小 波 )- 也 可 使 用 更 高 级 数 的 Daubechies 
小 被 【表示 为 dbn， 这 里 的 % 是 从 1 至 50 的 整数 ，n = 1 BD Haar 小 波 ). 程序 的 输 
人 旦 信号 ! ， 相 应 的 时 间 标记 +， 分解 层 数 an 和 压缩 率 +。 程序 输出 原 信号 曲线 . 压缩 
后 信和 号 曲线 和 相对 总 误差 曲线 。 


function error=daubcomp(t,y,2,r) 
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% Input is an array y, which represents a digitized signal 
% associated with the vector t; n=the number of levels 
4 (so the number of nodes is 2°n = length of t and the length 
4 of y). 
% Also input r which is a decimal 
4 number between 0 and 1 representing the compression rate 
4 e.g. 80 percent would be r=0.8. 
4 Output is the graphs of y and its compression, as well as 
4 the relative error. This routine uses compress.a 
4 and the Daubechies - 4 wavelets. 
% 
if (r<0) | (r>1) 

arror(’r should be between 9 and 1°) 


end; 

[c,l]=wavedec(y,n,*db2’); % Matlab’s wave decomposition routine 
cc=conpress (cr); % compress the signal 

区 (compress.m given above) 
yc=waverec(cc,1,’db2’); 4 Matlab’s wave reconstruction 

4 routine 

plotit,y,t,yc) 4 plot of the signal and compressed 

% signal 

error=norm(y-yc,2)/norm(y) % relative 1°2 error 
图 444 所 使 用 的 MATLAB 命令 。 


>> t=linspace(0,1,2°8); % discretizes [0,1] into 256 nodes 
>> y=sin(2*pitt)}+cos (4*pist)+sin(8*pist) 
+4464¢ (t-1/3) .texp(-((t~1/3)*64) .72) 
+512+(t-2/3) . *exp(-((t-2/3) #128) .°2); 
>> daubcomp(t,y,8,0.8) 
例 4.15 的 图 4.15 是 把 上 例 中 的 db2 小 波 用 ab1 小 波 ( 即 Haar 小 波 ) 取代 ， 其 他 
MATLAB 命令 不 变 ， 


B.4 5.2 节 中 算法 的 MATLAB 程序 


下 述 的 MATLAB 程序 ( 称 为 dec ) 把 一 个 信 生 作为 输入 ， 返 回 该 信号 VAE 
EHk, 这 里 的 了 是 由 使 用 者 定义 的 。 间 时 返回 了 级 的 小 波 分 量 。 本 程序 并 非 商业 级 代 
码 (小 波 芽 具 箱 提供 了 商业 级 的 代码 ) 在 此 只 是 为 了 演示 一 下 5.2 节 中 所 示 的 分 解 
利 重 构 算法 而 已 。 
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分 解 


function w=dec(f,p,NJ, Jstop) 


‘Inputs: f = data whose length is 2°NJ, where NJ=number of scales. 


% p = scaling coefficients 
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‘A Jstop = stopping scale; program will decompose down 


% to scale level Jstop. 
“Outputs: wewavelet coefficients down to level W-Jstop 


ri the first 1:2°Jstop entries of w is the V-Jstop 
4 projection 
4 of f. The rest are the wavelet coefficients. 
N=length(f£}; Ni=27NJ; 
if ~(N==N1) 

error(’Length of f should be 2°NJ’) 
end; 


if (Jstop <1) {| (Jatop>NJ) 
error(’Jstop must be at least 1 and <= NJ’) 
end; 
L=length(p) ; 
pf=flipir(p); 
q=p; q(2:2:L) = -q{2:2:L); 
a=f; 
t=[]; 
for j=NJ:-1:Jstoptt 
n=length (a) ; 
a=[a(mod((-L#i:-1),n)+1) a]; 4 make the data periodic 
b=conv(a,q);  b=b(L+1:2:L+n-1)/2; 
a=conv(a,pf); a=a(L:Ltn-1)/2; % convolva 


ab=a(1i:L); a=[a(Lt+i:n) ab]; % periodize 
a=a(2:2:n); % then down-sample 
t=[b,t]; 
end; 
é=(a,t]; JJ=2° (Jstop) ; 
ww=[w(JJ) w(i: JJ); % returns a periodic graph 
tt=linspace(0,1,JJ+1); 
if L==2 4% for Haar, the following plot routine returns 
% a block graph 


ll=length(tt); 
ta=[tt; tt]; tt=ta{1:2+11); 
wa= [ww; ww]; ww=wa(1:2*11l); 
ww=([ww(2*11) ww(1:2*11-1)]; 
end; 
plot (tt, ww) 
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THE MATLAB 程序 片断 ， 用 来 产生 图 5.11 ， 它 表示 一 信号 的 记分 量 。 


>> t=linapace(0,1,2°8); % discretize the unit interval into 2°8 
4 nodes 
>> y=sin(2*pi+t)+cos (4*pist)t+sin(S«pi*t) 
+4464% (t-1/3) . exp (- ((t-1/3) #64) . 72) 
+512*(t-2/3) . *exp(-((t-2/3)*128).°2); % Sample signal 
>> p=[0.6830 1.1830 0.3170 -0.1830] % Coefficients for 


4 Daubechies -4. 

>> wedec(y,p,8,4); % decomposes the signal y from level 8 dow 
4 to level 4 

EH 


下 列 程 序 把 一 信号 分 解 到 ?级 ( 这 里 的 7 是 由 使 用 者 定义 的 )， 然 后 完全 重 构 原 
信号。 

function y=recon(w,p,NJ, Jatart) 

%Inputs: w = wavelet coefficients length is 2°NJ, where 


% NJ=number of scales. 

4 ordered by resolution (from lowest to highest). 

4 p = scaling coefficients 

A Jetart = starting scale; program will reconstruct 
4 starting with V_Jstart and ending with NJ 


加 
“Outputs: y=reconstructed signal at V_NJ with a corresponding 
4 plot 
% 
N=length(w); Nj=(2"Jstart); 
if “ {N==2° NJ) 
error{ Length of w should be 2°NJ’) 
end; 
if (Jstart <1)i(Jstart>NJ) 
error(’IJstop must be at least 1 and <= NJ’) 
end; 
L=length(p); 
q=fliplr (p); 
a=w(i:Nj); 
for j=Jatart;: (NJ-1) 
baw {Nj+1:2*Nj); 
m=mod{(Q:L/2-1) ,Nj)+1; 
Nj=24Nj; 
ua(2:2:Nj+L)=(a a(i,m)]; % periodize the data and upsample 
ub(2:2:Nj+L)=[b b(i,m)}; % periodize the data and upsample 


HE nr 
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ca=conv(ua,p); ca=[ca(Nj:Nj+L-1) ca(L:Nj-1)]; % convolve with p 
cbh=conv(ub,q); ch=cb(L:Nj+L-1); 4 convolve with q 
cb(1:2:Nj)=-cb(1:2:Nj); % sign change on the odd entries 


a=catcb: 

end; 

ya; 

yy=[y(N} yl; % periodize the data 

telingpace(0,1,N+1); 

if L==2 % in the Haar case, return a block-style graph 
1l=length(t); 
ta=[t; t]; t=ta(1:2411); 
ya=[yy; yy]; yy=ya(1:2*11); 
yy= [yy(2*11) yy(1:2#11-1)]; 

end; 

plot (t, yy) 


FEH MATLAB 程序 片断 把 信号 f ES 80%, BEREZ, 如 第 5 章 的 图 5.14 


>> wc=compress(w,0.8); 
>> t=linspace(0,1,2°8); % discretize the unit interval into 2°8 
vA nodes 
>> y=sin(2*pi*t)t+cos(4*pi+t)+sin (S*pitt) 
+4464% (t-1/3) . exp (-((t-1/3)+*64) .72) 
+512* (1-2/3) .*exp(-((t-2/3)*128) .“2); % Sample signal 
>> p=[0.6830 1.18300.3170 -0.1830] % Coefficients for 


4 Daubechies -4. 

>> wedec(y,p,8,1); ‘%decomposes the signal y from level 8 down 
% to level 1 

>> wc=compress(w,0.8); Zcompresses the wavelet coefficients by 
多 80 percent 


>> i(compress is the routine given at the beginning of this 

% section) 

>> yc=recon(wc,p,8,1); % reconstructs from level 1 to level 8 

A from the compressed wavelet coefficients we 





an 
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